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بسم الله الرحمن الرحیم ١‏ - 


المقدمة 
الحمد لله رب العالمین» و الصلاة والسانم على سيد المرسلين محمد وعلى أله الطتد_بن 
الطاهرین وصحبه الغر الميامین . 
في هذا USI‏ محاولة إننبية حاجة طلبة کلیات التربية »والعلوم » والهندسة والادارة 
و الاقتصاد للمبادی الاساسية في الریاضیات ۰ فهو يغطي الافکار الاساسية لمشل هذه 
التخصصات ؛ وقد حرصت على" أن تعزز مادة الکتاب الممارات الاساسية في الدوال 
و ااتفاضل والتكامل » وتوضيح التطبيقات المتنوعة لهذه الموضوعات . 
لقد تمت معالجة موضوعات هذا الكتاب بأسلوب علمي مبسط دقيق ٠‏ ولهذا تم إعطاء 
براهين بعض النظريات استكمالا لموضوعات الکتاب» وإثراءَ لمادته» زيادة على الاهتمام 
بكثرة الأمثلة وتنوعهاء والعناية بالتمارين التي تتدرج بين السهولة والصعوبة لضمان تطبيق 
النظريات بتفصيلاتها كافة » وإعطاء الطلبة فرصة كافية لتطبيق هذه الموضوعات كل حسب 
ختصاصه 
لقد تم تقسيم الكتاب إلى خمسة فصول: عالج الفصل الاول موضوعات تمهيدية شملت 
المجموعات والمتباينات والقيم المطلقة و الدوال» ومن أبرزالدوال التي تمت معالجتها: الدوال 
الخطية والحدوديات والدوال الاسية واللوغاريتمية . واهتم الفصل الثاني بموضوعي الغايات 
والاستمرارية. وكان الاشتقاق هو موضوع الفصل الثالث . إذ تم تناول مفهوم الاشتقاق 
وخواص المشتقة وقوانين الاشتقاق للدوال الواردة في الفصل الأول .وكانت تطبيقات 
الاشتقاق مادة الفصل الرابع »ومن هذه التطبيقات: المعدلات الزمنية المرتبطة » ومسائل القيم 
القصوی بالإضافة إلى استخدام المشتقات في رسم المنحنیات» وحل مسائل اقتصادية؛ وتناول 
الفصل الخامس موضوع التكامل وتطبيقاته إذ تم التطرق الى مفهوم التكامل وخواصه 
وطرق التكامل وتطبيقاته في مسائل متنوعة . 
وفي الفصول كلها تمت معالجة الموضوعات من جميع جوانبها بأسلوب واضسح 
وبسيط ودقيق ۰ وأسال الله تعالى أن يكون الكتاب نافعا »ومن الله التوفيق . 
صادق عبد العزيز مهدي 


بغداد / تموز- 2007 


الفصل الأول 
الدو ال 


الفصل الأول ١‏ 
الدوال Functions‏ 


1-1 المجموعات Sets‏ 
لقد أصبحت المجمو عات من المصطلحات المهمة للتعبیر عن الکثیر من الحقائق 
الرياضيةء لهذا سنقدم بعضا من مفاميم انمجموعات في هذا البند. فالمجموعة هى, تجمع من 
العناصر تربطها صفة مميزة بحيث أن جمیم العناصر في المجموعة تتتسف بتلك الصفة e‏ 
وأي عنصر لا یتصف بتلك الصيفة لن یکون عنصر] في giL‏ المجموعة »وهنالك في حياتنا 
الب مية أمثلة كثيرة لمفهوم المجموعة gis‏ مجموعة آشهر السنة الهجرية » مجموعة طلبة قسم 
الرراضیات في كلية ia: all‏ انجامعة المستنصرية aall‏ 1995 / 1996 ۰ مجموعة لاعبي BS‏ 
القدم العر اقي وهکذا. وستضع عناصر المجموعة ضمن قوسین من النوع ( » تقصل بين 

کل عنصر وآخر فاصلة. وسوف نرمز للمجموعة بالحروف اللاتينية الكبيرة . 

مثال 

N= ) 1, 2, 3, 4,...( œl‏ تمثل مجموعة الأعداد الطبيعية وهي مجموعة غير 
منتهية لهذا وضعنا النقاط الثلاث للدلالة على استمرار الأعداد على نفس النمط . 

œ 2‏ }1-,2-,3-,4-,... ) = 2 تمثل مجموعة الأعداد الصحيحة السالبة وهي أيضا 
غير منتهية حيث لها بداية ولا نهاية لها لهذا وضعت نقاطا في الطرف الأيسر للدلالة 
على استمرار العناصر على نفس النمط Us ga‏ 

X= ) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9( © 3‏ تمثل مجموعة الأرقام في النظام العددي 

العشري. 

p= ¥ ٠ 4‏ الأحدء الاثنين» الثلاثاء» الأربعاء؛ الخميس» الجمعت الك 1 EPCOT‏ أيام 
الأسبوع . 
إن الأسلوب المتبع للدلالة على المجموعة في المثال أعلاه اعتمد ذكر جميع العناصر 

إذا كانت المجموعة منتهية كما هو الحال في المجموعتين X‏ و ¥ he‏ بذكر vo‏ 

العناصر مع نقاط تدل على الاستمرارية إذا كانت المجموعة غير منتهية كما هو الحال 
في المجموعة "2 , 25. وهنالك أسلوب أخر للدلالة على المجموعة وذلك عن طريق ذكر 

الصفة المميزة لعناصر المجموعة. ولتوضيح ذلك ناخذ المثال التالي . 


[ ه me x: xP = XK‏ أولي فردي ) 
وتقرأ: " المجموعة التي عناصرها × بحيث ان × عدد أولي فردي وواضصح ان 
العناصر التي تحقق هذا الشرط هي [...., 13 ,1,3,5,7,11( X=‏ . 


2 0 مجموعة الاعداد النسبية © والتي تعرف كما يلي : 
m: = }‏ عدد صحيح و 0 + 5 ) - © 


إذا كان x‏ عنصرا في المجموعة × فاننا نرمز لذلك على النحو 2 ونقول ان × 
ينتمي إلى × . 


مثال : 
إذا كانت (9 ,5,7 ,3 ,1) X=‏ فان SEX‏ و × > 7 Oy.‏ 6 لا تنتمي 


إلى × لهذا نعبر عن ذلك على الصورة × ۶ 6 وكذلك 7 © 2 . 
تعریف 1 -1 
إذا كانت ۷ ,× مجموعتین فاننا نقول إن K‏ محتواة في ¥ إذا احتوت المجموعه Y‏ 
جميع عناصر المجموعة × ونرمز لذلك على النصو ¥ >×. أي أن ۷ جح × إذا 
تحقق الشرط التالي : 
لذا كانت × > × فان ¥ xe‏ ( وکنلك نقول أن × مجموعة جزئية من Y‏ ) 


مثال : 
لتكن }9,10,11 ,7 ,1,3,5{ < 2۸6 لد و[ ) < ۷۲ ۰ (9 ,6 ,7 ,1 2-14 


فان C×‏ لا . 
وذلك لان JS‏ عنصر في Y‏ هو عنصر في × ولكى 2 ليست محتواة في × ونرمز 
لنلك على النحو ZZX‏ وذلك لان 72 © 6 ولکن × 6# . 
تعریف 2-1 
إذا كانت ۷ ,× مجموعتین قاننا نقول إن × تساوي ۷ ونرمز لذلك على الصورة 
X=Y‏ لذا تحقق الشرطان التاليان XCY‏ وكذلك 2 ح ۷ .اي أن 2 ۰ ۷ 
تحتویان نفس للعناصر . 


مثال : 
اذا كانت (8 ,6) X=‏ 


Y = ) x: (x-6) (x-8)=0, عدد صحیح‎ x} 


2 


Z = { x: (x-3) (x+2)= 0, صحیح‎ xs x} 
وذلك لان 2 © 2- ولکن‎ X#Z فان ۷ =× لانهما تحتویان نفس العناصر بینما‎ 
اطاز عام بحيث‎ dn sens عند الحدیث عن المجموعات نفترض دوما أن هنالك‎ -2 ¢ X 
والتي تسمی‎ DULY! تکون المجموعات التي نتنذث عنها هي مجموعات جزنية من مجموعة‎ 


المجمو عة AMS‏ ( أو الشاملة Universal set‏ ( . ولتوضیح هذه الفكرة ناخذ المثال التالي: 
منال > 

اذا كانت (0 ع (x-1)(xt4)‏ : لا ع ع« ) =× « فان Lex‏ ولکن 
× ع4- وذلك oY‏ × كماعهي معرفة e‏ تشترط أن تکون عناصرها آعداد؛ حلبيعية أي 


أن الاطار الذي تعرف فيه × هو إطار الاعداد الطبيعية . 


تعریف 1- 3 (العملیات على المجموعات Operations On Sets‏ { 


X) XOY ©]‏ تقاطع ۷ ) مجموعة تعرف على النحو : 


[ ۷ 6 ۶ و ۸۶ ع : ل] ع ۶« ) ع ۷ ۲ 2۸ 
اي آنها مجموعة العناصر المشترکة بين × و Y‏ 
2ه 


: اتحاد ¥ ) مجموعة تعرف على النحو‎ X) XUY 
XUY= {xeU:xeX أو‎ xe Y} 
. أي آنها مجموعة العناصر الموجودة في × أو ¥ أو في کلیهما‎ 
: عدا ۷ ) مجموعة تعرف على النحو‎ X) K-Y 3 
X-Y={xeU:xeX و‎ × € ۷( 


أي آنها مجموعة العناصر الموجودة في X‏ وغیر موجودة في 4 ( وتکتب في بعض 
الاحيان على الشكل ۲ 2۱ ). 


X 4‏ ( متممة × ) مجموعة تعرف على النحو : 


X=U-X={xeU:xeX)} 
. × ولكنها ليست في‎ U أي أنها مجموعة العناصر الموجودة في‎ 


ولتوضيح هذا التعريف ناخذ المثال التالي : 


دیا 


مثال 
oS‏ }6,7,8 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0) > لآ » }7,4 X={1,‏ ۰ (5 ,7) < ۷۲ 
}4 ,1 ) < 2 فان : 


}5,7 ,4 و[ XUY={‏ 26 (7) = لايم کر le‏ 
Lil bay‏ لا نكرر العنصر في المجموحة أكثر من مرة واحدة. 
3e X-Y={1,4} , Y-X= {5} 4e X= )0, 2,3,5,6,8} ,‏ 


Y = 40, 1, 2,3, 4,6,8}‏ 
5s YNZ={ }‏ 
Lay‏ عدم وجود عناصر في المجموعة YO Z‏ لهذا نرمز لها بالرمز ( { ومشل هذه 
المجموعة تسمی مجموعة خالية ( Empty set‏ ) ونرمز لها أيضا بالرمز 4 . 
لقد اقترح فن (Venn)‏ مخططا لتمثیل المجمو عات بالرسم وذلك بان تمثل المجموعة الشاملة 
بمستطیل وترسم المجموعات الاخری بداخله على شکل دواثر lui‏ وباستخدام هذا الاسلوب 
نمثل المجموعات المعطاة في تعریف )3-1( كما في الشکل (1) . 


المنطفه المظللة تمثل المجموعه XAY‏ 
xX‏ 


الشکل رن أ الشکل )1( ب 


المنطقة المظللة تمثل المجمواعة XUY‏ المنطقة المظللة تمثل المجموعة X-Y‏ 


الشكل )1( ج الشكل(1) د 


المنطقة المظللة تمثل المجموعة X‏ 


الشكل (1) 
هنالك عملية أخرى › في غاية الأهمية » على المجموعات ألا وهي الضرب الديكارتي 
والذي يعرف كما يلي : 
تعريف 4-1 

إذا كانت × و Y‏ مجموعتين فان حاصل ضربهما الديكارتي والذي يرمز 
له بالرمز ۷ × يعرف على النحو التالي : 
زلا معلاو خرع< Xx ۷ < ) (x,y):‏ 
اي أن XXY‏ هي مجموعة من الازواج المرتبة (x,y)‏ حيث المسقط الأول × 
ينتمي إلى المجموعة × والمسقط الثاني ل ينتمي إلى المجموعة الثانية ¥ . 


لذا كانت (1,2,3) =× ۰  -41,7(‏ فان : 
X x Y = ) (1,1), (1,7), (2,1), (2,7), 3,1), )3,7((‏ 
Y x X= { (1,1), (1,2), (1,3), (7,1), (7,2), (7,3)}‏ 
bay‏ أن الزوج المرتب )4(2,1 (1,2). 
تم المجموعه XY‏ × بيانيا في المستوي الديكارتي وهو مستوی یتحدد بمحورین درجت 
العادة على أن يرسم الأول منهما أفقيا وتمئل ليه المساقط الاولی ویرسم الثاني عمودیا على 
المحور الأول وتمثل عليه المساقط الثانية » رر ت عناصز 2۸*۶ بتقاطع المس-تقيمات 
المرسومة من مساقط عناصرها موازية للمحورين ء اتوضيح ذلك ناخذ المثال التالي : 
مثال Oo‏ 
إذا كانت } )2,8( ,)2,7( ,)2,5( ,)1,3( ,)1,1( ) = ۷ Xx‏ فان التمثيل 
آلبياني لهذه المجموعة تكون مجموعة النقاط المؤشر عليها بإشارة "×" في الشكل )2( . 


@ بحن ما لالب N U‏ ے 


1 أي من العبارات التالية صائبة وأيها خاطئة . برر إجابتك : 
}8 ,9 ,5 ,7 { كع 8- be‏ }5 ,3- ,3 ,2 ) ع 2 ae‏ 
ce )1,-1, 2( 21,3, 5, 2,6}‏ 
de 2, 3, 7,8}  )1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9}‏ 


ee ۱۱,7, 3, 5( = ) 3,1, 5,7} fe (1,3, 7} = ) 1, 4,6( 


2 ه إذا كانت 


U > ) 1, 2,3, 4, 5, 6}, X={1}; Y={1;3,5}; L= {2,4} 


: فأوجد‎ 
ae له‎ be XUY ce X-Y 
de ۷ 
ee Y fe XUZ ge Z-Y 
he XY =e 
ie C je YUZ ke Y-X 
le YAZ 


3 مثل المجموعات الواردة في سوال )2( اعلاه باشکال فن (Venn)‏ . 
4 » إذا كانت X= ) -6, 4, 1( , Y={3,-4,5,1}‏ 
قاوجد “XxX, YxX,XxY,YxY‏ 

ثم مثل كلا من المجموعات الناتجة بیانیا في المستوي الديكارتي. 
2-1 الحدودیات Polynomials‏ 

00 تصادفنا في Whe‏ کثیر من الکمیات القابلة للقیاس مثل دخل الانسان » انتاج التمر في 
عام محددء أسعار السلع في السوق ٠‏ الكميات المعروضة من السلع؛ مدن الخ 
ومن هذه الكميات ما يبقى ثابتا مهما تغيرت ظروف المسألة التي يدخل فيها كسزعة الضوء 
وعدد أيام الأسبوع والنسبة بين محيط الدائرة ونصف قطرها . مثل هذه الكميات تسمى ثوابت 
ولكن اغلب الكميات القابلة للقياس تتغير من ظرف لاخر . فمثلا الكمية المعروضة من سلعة 
تتغير من يوم لأخر 6 ووزن الطفل يتغير من يوم لآخر ۰ تسمى مثل هذه الكميات متغيرات . 
ومن هذه المّتغيرات ما تترابط بشكل ما حيث يتغير أحدها تبعا للآخر فالزمن يمضي مستقلا 
عن أعمار الأشخاص لهذا يسمى الزمن متغيرأ مستقلا ويسمى العمر متغيرأ تابعاً للزمن. 
نستعمل الرموز للتعبير عن المتغیرات» ومن الرموز الشائعة الاستعمال 2 ,ولاو ولكن 
هنالك رموز خاصة تستعمل لحالات محددة. تسمى العلاقة التي تربط المتغيرات معا قانونا. 


منال 
1 » قانون مساحة الداثرة التي نصف قطرها r‏ هو 77 - ۸ حیث A‏ ترمز إلى 
ANF?‏ ۶ 
ماح ۰ .ماسر 6 ۰ 
2 » قانون الربح البسیط یعطی على النحو التالي : 
إذا وضع مبلغ من المال قدرد × في بنك بربح بسیط مقداره 7۵ م في السنة فان 
الربح y‏ الناتج عن وضع هذا | لمبلغ dic)‏ عام یعطی بالفانون : 


= x 
100 


3 » قانون الریح المرکب ویعطی على النحو التالي : 
إذا وضع مبلغ من المال قدره × في بنك بربح مركب قدره p%‏ في السنة لمدة n‏ 
من الستولت فان جملة هذا المبلغ لا بعد n‏ من السنوات تعطى بالقانون 


ام 5 
=x | 1+4‏ 
y x (142)‏ 
ومن الناحية للرياضية نستطیم أن نضم صياغة لانواع مختلفة من القوانین . ولتقدیم هذا 
الموضوع نذکر المثال التالي : 


مثال 

التعبير 7 + ×5 + ×3 هو مقدار جبري مكون من ثلاثة حدود هي 7 , ”×3 
, ×5 ويسمى العدد 3 معامل ”× »والعدد 5 معامل × كمايسمى الحد الخالي من 
× وهو هنا 7 بالحد المطلق كما يسمى المقدار ai‏ 7+ 5 + ×3 عبارة تربيعية 
oY‏ أعلى أس للمتغير × فيها هو 2 . 
ولما كانت كل أسس × في هذه العبارة أسس صحيحة موبة فانها تسمی حدودية أو كثيرة 


حدود . 


1-2-1 تعريف‎ 
P(x} = ao + ax + ax? + ... يسمى المقدار وه‎ 

كثيرة حدود ( حدودیة) من الدرجة n‏ حيثك ۶0 ,2 ؛ وجمیم x Geil‏ آعداد طبيعية 
و المعاه لخت an‏ و ۰ ao,‏ أعداد حقيقية ¢ وحيث أن 2 gals‏ قیماً من ۱ عداد الحقیقیه. 
ومن الجدیر بالمللحظة ان مجال الدالة الحدودي هو مجموعة الاعداد الحقيقية R‏ . 
مثال 

۰ 2-9 - دهع( ae P‏ 
is‏ 5 حدود من الدر åa‏ السادسة 


۰ ۱ 3 
De P(x)=1-7x+3x + Zg 


كثيرة حدود من الدرجة السابعة l‏ 
ce P(x)=x3 +7 x? +4‏ 


ليست كذيرة حدود لأن احدى أسس × عدد صحیح سالب . 


مثال 
إذا كانت 7 + ×3 -×=(×)۴ فإن : 
P(0) = 07 -3(0) + 7-7‏ 
P(-1) = (-1) - 3(-1)+ 7=1 +3 +7 = 11 ۳‏ 
تسمی (۳)0 قيمة الحدودية عندما x=0‏ وكذلك P(-1)‏ تسمی قيمة الحدودية عندما 


x= -1[‏ 
مثال 
أوجد قيمة × بحيث تكون  P(x)=0‏ إذاكانت ۰ P(x)=3x+7‏ 
الحل: 
ضع 7+ 3 < 0 لتجد ان 2 x=-‏ 


يسمى المقدار 3 صفر الحدودية P(x)‏ كما یسمی ایضا جذر المعادلة 0= P(x)‏ 


P(x) = 2x 7 x -3 أوجد أصفار الحدودية‎ 


اجعل 0 = P(x)‏ تتحصل على (2x +3)(x-1)‏ = 3 ير+ 2:2 - 0 


ومنها 0= ۰-1 أو 2x43=0‏ أي x=]‏ أو 3 x=-‏ 


ملاحظة 2-2-1 
تسمی الحدودية ‏ > P(x)‏ حیث »© مقدار ثابت» حدودية من الدرجة صفر وذلك 
GY‏ 1 < نير 
نمارین 
bel o]‏ مثالا لكثيرة حدود من الدرجه > 
اه Kalu‏ ب« الرابعة جه الثانية ده الاولی 


2 » أي مما يلي كثيرة حدود ( وما درجتها إن كانت كثيرة حدود ) 


ae P(x)=3x?-5x+7 be P(x)=+-7x3+4 
x 
ce P(x) = x? +9 de P(x) = = 
اوجد آصفار الحدودیات التالية‎ 3 
ae P (x) = )-4( (1-2x) be P (x)= 5x -2 
ce P(x) =(x?-16)(x+1) 
2 inequalities المتباینات‎ 3 - 1 


من خواص الا عداد الحقيقية انه إذا كان لا  ,‏ عددین حقیقیین فإما أن تكون × 
مساوية ل ۷ أي x=y‏ او أن x‏ مختلفة عن ‏ أي ل × . وهذا الاختلاف يعني 
تباين x‏ و لاا وهذا التباین يعني کون × أكبر من giy‏ ر<× أو ا اقل من y‏ 
أي ۷ . 
إن الجمل التي تحتوي الإشارة = تسمى متساويات أو معادلات أما الجمل التي تحتوي واحدة 
من الإشارات <۰> 2۰ ۰ > فتسمى متباينات 
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<2x+9 . [‏ 8+ ۱ متباينة 
anui x- 6+1 < 0 e 2‏ 
x + 2 >5 e 3‏ تاد 
3x-x?>3 e 4‏ متباينة 
x-7= 2 ۰ 5‏ معادلة 
6 ® ۲-320 معادلة 


تكم ات ي رت نوع كاسن من وتات ره حن مها رام 

الحقيقية ۸ و التي تسمى الفترات .(Intervals)‏ و هنالك اربعة انواع من الفترات تعرف 

كما يلي : 

le [ab] ={xeR:a< xb} 
وتسمی فترة مغلقة‎ 
2 ۰ طرة)‎ ( < ) ۷ 6 ۲ : 2 > ۶ > 0 [ 
[3,6] وتسمی فترة مفتوحة وقد یکتبها البعض‎ 
3 ۰ ع ) ع [طرة)‎ ۱:5 > xb} 
[ a,b} وتسمی فترة نصف مفتوحة ( أو نصف مغلقة ) وقد یکتبها البعض‎ 
4 [ab)={x e ۲ : 5 <x<b} 

وتسمی فترة نصف مفتوحه ( او نصف مغلقة ) وقد یکتبها البعض ] [a,b‏ 

ملاحظه 1-3-1 

1ه لرمزان o‏ © - یمثلان رمز الغير منته بالاتجاه الموجب و السالب . 

2 » سوفب نرمز لمجموعة الاعداد الحقيقية بالرمز R‏ . وهي تمثل الفترة (0 ,م -) 
Lil‏ مجموعة الأعداد الموجبة فهي الفترة )0,00( ویرمز ليابالرمز R”‏ إما 
مجموعة الاعداد السالبة والتي يرمز لها بالرمز ۸ فهي لفترة (0 ,©-) . 

3 0 لذا کانت X‏ مجموعة جزئية من R‏ وأمکن ایجاد عدد حقيقي m‏ بحیث أن 

م < × لكل xeX‏ فان × تسمى مجموعة محدودة من الأسفل e‏ ولذا أمكن 


ایجاد عدد حقيقي M‏ بحیث أن 14> × لكل ۲ ۰ فان X‏ تسمى 


مجموعة محدودة من الاعلی . وتکون المجموعة محدودة إذا كانت محدودة من 
الأعلى ومن الاسفل وخلاف ذلك تکون المجموعة غير محدودة 

4 » تکون الفترة (a,b)‏ أو [a,b)‏ أو (a,b)‏ أو [a,b]‏ فترة محدودة إذا 
كانت كل من Sage daci a,b‏ 


, «aa 


۰ 
ی مس 


5 ه إذا كان أحد طرفي الغترة هو مه- أو مه + فانها تسمی فترة غير محدودة 


X= [4,6], Y=(3,7) , Z={[3,8) , D=(2,5] إذا كانت‎ 
فإن:‎ 


ae 26۷۲ - [46] , ۷72۶ 0,7[ , ZAD= [3,5]‏ 
be XU ۷۲ < )3,7( , ZUD=(2,8)‏ 
ملاحظة 1- 3 - 2 
تمثل الفترات على خط الأعداد كما في الشکل ( 3 ) 


الفترة المغلقة [ab]‏ الفترة المفتوحة (a,b)‏ 


الشكل (3) أ 


الفترة نصف المفتوحة [a,b)‏ 


iy) 


الشکل )3( 


إن حل المتباينة يعني ایجاد مجموعة الاعداد الحقيقية التي تجغل المتباينة صحيحة. 

مثال 

أه العدد 1 هو حل للمتباينة 6 > x‏ وذلك لان 6 > 1 عبارة صحيحة» بینما العدد 
7 ليس حلا لهذه المتباينة GY‏ 6 > 7 عبارة خاطئة . 


وحتى نحل المتباينات نحتاج إلى المبرهنة التالية التي تحتوي بعض خواص المتباينات . 


مره 33-1 
ae x> 0, VxeR‏ 
أي لكل عدد حقيقي × یخون مربعه عددا شير سالب 


be x<y و‎ ۷ > 2 >x > 7 


(خاصية التعدي) 
۶ 6 2 ۷ , ۷+۲2 > 2+ د ce x<y‏ 
de x<y > x-z > ۷۲۰2 , ۷ 2 6 ۴‏ 
۸ > 2 >= 0< 2 و ۷ ۶ 
2 < 22 >= 20 و x<y‏ 
>s‏ >= لا > ۶ >0 ee‏ 
مثال 
خل الما ده 2-3 < 4+7 . 
الحل : 
sy‏ ان aX +7 < 2x-3‏ تكافئ 2-3-7 < 7-7+ 4x‏ (اضافة 
نظیر 7 ) 
أي 0- 2x‏ < ×4 وهذه تكافئ «2- 2-10 < ×2 - ×4 (اضافة نظير 
2x‏ ( 
أي 10- > ×2 وهذه تکافی (2x)2—(-10)‏ 2 ) باضرب فى 5( 
أي 5- x>‏ 


إنن مجموعة الحل لهذه المتبأينة هي مجموعة جمیم الأعداد الحقيقية التي هي آکبر من أو 


تساو ي 5- ونعبر عن ذلك بالفتره œ)‏ ,5-[ . 


مثال 
حل المتباينة ( المتباينات ) [ > 2- 3x‏ > 5- 
الحل: 
Bay‏ ان 1> 3-2 > 5- کافی 2 < 2+ 3x-2‏ > 5+2- 
la 1 ] eee of ۱‏ 
أي 3< 3 >3- وهده تکافین )3< (3) >> (3-) 2 أي -1<x<‏ 


1 ان مجموعة الحل هي لفترة (1,1-) . 


مثال 
. حل المتباينة 0> 20 x” + x-‏ 
الحل : 
لاحظ أن 0< 20 × + × تکافی 0 > (x-4) ) x+5)‏ 


ومن المعلوم أن حاصل ضرب مقدارین يكون موجبا إذا كان : 

۶ + 5<0 منهما موجب أي 4<0-× و‎ oi 

ب ه و کل منهما سالب x-4<0 gle‏ و 5>0 + 

والحالة (i)‏ تکافی 5 -< ۰ و 4 < × وبتمثیل ذلك على خط الاعداد کمافي 
الشکل ( 4 ) 


x >-5 «۶ < 4 


الشكل ( 4) 
نجد أن الحل في هذه الحالة هو تقاطع المنطقتين » أي الفترة )4,00( 
أما الحالة (ب) فتکافی 5->× و 4> × وبتمثيلها على خط الاعداد كما في 
الشكل (5) 
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۳۳۲۷۷ E _. 
-5 4 


الشكل (5) 

نجد أن الحل في هذه الحالة هو تقاطع المنطقتین» أي الفتره (-c0,-5)‏ 

La,‏ أن الحالتین مربوطتان بالاداة ( أو) فان حل المتباينة الأصلية هو اتحاد الحلین في 
الحالتین والذي يمثل كما في الشکل ( 6 ) 


-— RAPER 
۱2۳۲0۳9 سس(‎ E 
-5 4 
(6) الشکل‎ 
مجسموعة الأعداد الحقيقية ز کل الخط) ما عدا [5,4-] أي أن الحل هو‎ gis أي أن الحل‎ 
١ . R - ]-5,4[ 
تستخدم المتباينات في تعريف بعض المقادير الخاصة مثل القيمة المطلقة والتي تعطی‎ 
: بالتعريف التالي‎ 


4-3-1 wh» 
فان القيمة المطلقة للمقدار × والتي يرمز لها‎ Gisa Tae × إذا كانت‎ 


بالرمز |×| تعني القيمة دون الاشارة ٠‏ أي أن 


= عندما‎ 0 
x Wir 0 
. 2 لاحظ أن مجال الدالة القيمة المطلقة  |×|=(×)۴ هو 5 ومداه هو‎ 
مثال‎ 
ae |6۱ 26 de |3.8| 2 8 be |-2| =2 
ee |-3.7| = 7 
ce |O0|=0 ١ 
5 - 3 -1 مبرهنة‎ 
ae |x| > a جه‎ -a<x<a 2 2 0 Gp 
be |x| >a جه‎ x>a أو‎ x<-a, حيث 0 <ه‎ 


ce [x+y] > |x] + وا‎ 


مندال 
حل المتباينة 2< | 32-5 | 
الحل: 
لاحظ أن 2 > 3x-5‏ | ککافی 2 > 5- 3x‏ > 2- 
وتکافی 2+5 > 5+ 31-5 > 5-2 2 أي 7< 3 > 3 
ae‏ 1 1 1 ۱ 7 
وهده تکافیئ )36 < )”30 < )2 اي ao <x<‏ 
l‏ 5 7 
ان مجموعة الحل هي الفتره ( -. ,1( 
تمارین 
| » آوجد قيمة 
ae 8 be ۱-8 ce |Z de ۱۶۱‏ 
5 5 
2 © اذا كان 
X = [2,4] , Y = [3,5] , Z = (0,3)‏ 
فأوجد 
be XAY ce XUY‏ لا - 2 ao‏ 
de YNZ‏ 
ee Y-X fe YUZ‏ 
3 ه حل المتباینات ۱ 
be x’-92>0 ce x(x2+3)>0‏ 2-4 < 3-7 ود 
de x(x2-5x+6)>0 co 3 23 f ۰ |:-2( > [‏ 
X +‏ 


ge |3-2x|25 


4-1 مفهوم الدالة والحمليات على الدوال 
تعتبر الدالة واحدة من مصطلحات اللغة الرياضية وتکاد تظهر في معظم انمسائل 


الرياضية و دا ما سنتعرض له في هذا البند . 


تعریف 1-4-1 
إذا كانت × و ¥ مجموعتین فان أية مجموعة جزئية من حاصل الضرب 
الديكارتي 2*۷ تسمی علاقتهمن المجموعة ‏ إلى المجموعة Y‏ 
مذال 
إذا كانت (4,8,7,12,9) = لا , (1,2,3,4) =× فان : 
} )2,12( , )1,8( ,)1,4({ = 1۱ 
تسمی علاقة من × إلى ¥ وذلك oY‏ 2*۷ ,1 . 
من عناصر fi‏ نلاحظ أن ad‏ × © 1 ارتبط بکل من العددين ۷ © 8 ,4 أي للعدد 1 
صورتان هما 4و 8 . بینما العدد × 2 ارتبط بالعدد eY‏ 12 أي أن للعدد 
× ع 2 صورء واحدة فقط في ¥ هي 12 ۰ كما تلاحظ أن العدد × ع 3 ليس له صورة 
في ۷ وفق هذه العلاقة لانه لا بوجد زوج مرتب في fp‏ مسقطه الأول 3 . 


تعریف 1 - 4 - 2 

إذا كانت × و Y‏ مجموعتین وکانت f‏ مجموعة جزئية من KX Y‏ بحيث 
يتحقق الشرط التالي: 
لكل عنصبر × ع × یوجد صورة واحدة فقط ¥ ye‏ لهذا العنصر ( أي أن ((xy) ef‏ 
فاننا نسمي 1 دالة من AX‏ ¥ . 
منال 

إذا كانت X={1,2,3}‏ و (48,12,9) =¥ فان : 

f= ))1,4( , (2,4) , (3,12) } 

دالة من AX‏ ¥ وذلك gy‏ عناصر × هي 1 وصورته 4 وحيدة في Y‏ 26 


وصورته 4 وحيدة في t Y‏ 3 وصورته 2 وحيدة في Y‏ ۲ 


لاحظ أنه لا مانع من أن یوجد آکثر من عنصر في × له الصورة نفسها في ۷ . 


تعریف 1 - 4 - 3 

إذا كانت f]‏ دالة من K‏ إلى ¥ فاننا نعبر عن ذلك على الصررة 
Y‏ جه × : 1 . وتسمى × مجال الاالة » ۷۲ مجاله المقابل وتسمی مجموع a‏ الصور 
لعناصر X‏ مدی الدالة ۲ . 


تعریف 4-1 - 4 
اذا كانت (×) f‏ دالة ما فان آکبر مجال للدالة 4 هو جميع قیم × التي يكون للدالة 


عندها Lad‏ حقيقية. 
مثال 

X = {1,2,3} , Y = ) 1:6,8,9( كانت‎ ii 
¥ ومجاله المقابل هو‎ X af فان مجال‎ f= ))1,1( , )3,6( , )5,9(( ols, 
ومداه هو (1,6,9) . إن العناصر في مجال الدالة ترتبط بصورها في مجاله المقابل وفق‎ 
. قاعدة محدده‎ 
Sis 

افرض أن ROR‏ :] بحيث ان ”× > («)4» في هذه الحالة يعون 
Xu‏ 0= (0) ۴و f(-5)=25‏ و 25 < (5)] ... وهکذا » وواضح Lal‏ 
أن 0 < ×= (×)۴ لكل عدد حقيقي × أي أن مدی الدالة ۴ هو الفترة )0,00( . 
منال 


x 


لهذا فان أكبر مجال للدالة ۶ هو R-{O}‏ ویکون مداه الفترة )00 ,0( . 


منال 
إذا كانت f(x) = vx‏ فان هذا المقدار لا یکون معرفا عندما تکون × 


سالبة » لهذا فان أكبر مجال لهذه الدالة هو œ)‏ ,0] . 


Sirs 

إذا كانت 7- F(x) = 5× -4× + 3x‏ فان هذه الدالة یکون معرفا لجمیع 
الأعداد الحقيقية . لهذا فان آکبر مجال له هو مجموعة الاعداد الحقيقية ۲ . 
وبشكل عام las‏ كثير الحدود هو مجموعة الاعداد الحقيقية 2 . 


تعریف 1 - 4 - 5 
افرض ان 2 + 2: ]و 5 ب 1 : ۵ ۱ 
ae (ftg) (x) = f(x) + g(x)‏ 
تسمى بع +1 مجموع لدللتین 1و ع . 
be (fg) (x) = f(x) - g(x)‏ 
تسمی ع -1 الفرق بين الدالتين 1 و g‏ | 


ce (fg) (x) = f(x) . g(x) 


de (Lyx) = £% 
8 g(x) 


es ae Ê 5 
]على 8 م‎ Ce © بشرط ان ۶0 (#) عم‎ 
ee (f ٠١ رع‎ < f(g (x)) 
E و‎ f ترکیب الدالتین‎ gof تسمی‎ 


fe y=f(x) هب‎ x=f" (y) 
sf شم ۴ معکوس‎ 


ولتوضيح هذا التعريف ناخذ الأمثلة التالية : 
مثال 
إذا كانت f(x) =3x+5‏ » 1+ <<( ع فان: 


le (f+g) (x)= f(x) + g(x) = 3xt5 +x? +1 = x? + 3x + 6 
2 ۰ (f-g)(x) = f(x) -g(x) =3xt5- (x? +1)= -x + 3x +4 


o 


. ¥ أنه لا مانع من أن یوجد اکثر من عنصر في × له الصورة نفسها في‎ Lay 


تعریف 1 - 4 - 3 
اذا كانت 1 دالة من K‏ إلى ¥ فاننا نعبر عن نلك على الصررة 
۷ جه × : 4 . وتسمى × مجال الدالة » ۷ مجاله المقابل وتسمى a c game‏ الصور 
لعناصر × مدى الدالة ۲ . 
تعريف 4-4-1 
لذا كانت f (x}‏ دالة ما فان أكبر مجال للدالة ‏ هو جمیع قیم ‏ التي يكون للدالة 
عندها Lid‏ حقيقية. 
منال 
1y‏ كانت (1,6,8,9 ) = X = )1,2,3( , Y‏ 
وکان ((5,9) , (3,6) و (1,1)) f=‏ فان مجال ۴ هو X‏ ومجلله المقابل هو Y‏ 
ومداه هو }1,6,9{ . إن العناصر في مجال الدالة ترتبط بصورها في مجاله المقابل وفق 
قاعدة محدده . 
منال 
افرض أن © ج 5 :] بحیث ان << () 4 »: في هذه الحالة یکون 
مثا 0= (۶)0و f(-5)=25‏ و 25 < (5)] ... وهكذا » وواضح Lal‏ 
أن 0 < f(x)‏ لكل عدد حقيقي ‏ أي أن مدی الدالة ۶ هو الفترة (©,0] . 
منال 
ER‏ 


x? 


لهذا فان أكبر مجال للدالة ۶ هو (0) R-‏ ویکون مداه الفترة )© ,0( . 
منال 


إذا كانت ×لہ = f(x)‏ فان هذا المقدار لا يكون معرفا عندما تكقون × 
سالبة » لهذا فان أكبر مجال لهذه الدالة هو œ)‏ ,0] . 


مثال 
إذا كانت 7- -4x°+ 3x‏ تيرك = f(x)‏ فان هذه الدالة یکون معرفا لجميع 


الأعداد الحقيقبة . لهذا فان أكبر مجال له هو مجموعة الأعداد الحقيقية 2 . 
ویشکل عام مجال كثير الحدود هو مجموعة الأعداد الحقيقية 2 . 


تعريف 1 - 4 - 5 
افرض ان ROR‏ : ]و +R‏ 5 : ع ۱ 

ae (ftg) (x) = f(x) + g(x) 
. تسمی و + مجموع ادالتین 1 و ع‎ 

be (fg) (x) = f(x) - g(x) 
| g sf تسمى ع -] الفرق بين الدالتين‎ 

ce (fg) (x) = f(x) . g(x) 
. حاصل ضرب الدالتين  14و ع‎ fg تسمى‎ 


de (Ex) = f(x) 
g g(x) 


ee (f ۰ g)= f(g (x)) 
g ترکیب الدالتین 1 و‎ gof تسمی‎ 
fe y=f(x) © x=f" (y) 
. f معکوس‎ fas 


ولتوضیح هذا التعریف ناخذ الأمثلة التالية : 
Jia‏ 
إذا كانت g(x)=x? +1 » x)=3x+5‏ فان: 


le (f+g) (x) = f(x) + g(x) = 3x+5 +x? +1 = x? + 3x + 6 
2۰ (f-g)(x) = f(0) - g(x) =3xt5-(x? +1( -x° + + +4 


= 


3 ۰ (f. g)(x)= 100 ع.‎ (x) = (3x+5) (x +1( = 3x + 3x + + 5x? + 5 


= 3x? + 5x? + 3x +5 


_ 3× +5 


x? +1 


_ × +1 


3x + 5 


4 © 0 = f(x) 
8 


g(x) 


B(x) 


a E = 
a | وم(‎ F(x) 


6۰ (fog X)=f(g(x)) =f(x?+1) = 3(x?+1)+5 =3x +8 
7۰ (go f)(x)=g(f(x)) > g ( 3x+5) = (3x +5)” +1 = 9x? + 30x + 25 41 


9x + 30x + 6‏ = 
تطسع y=f(x)=3xt]1‏ و 8 
لایجاد '؟ 
ثم نضع x‏ بدلالة y‏ على النحو التالي : 
las‏ 
3 
إنن کر دم 
أي a‏ 
لایجاد "ع نضع ]+ 9e y=g(x)=x‏ 
ثم نضم ‏ بدلالة ۷ على النحو التالي : 
x? = ۷-1‏ 
1- رل + = × 
A‏ > 0 = 
أي g(x) = tvx-1‏ 
حيث 0 < x-1‏ . 
ملاحظه 1 - 4 - 6 


ع هو دالة بینما " ع ليس دالة لانه في حالة ۶۰۱ 
فقط » بینما في حالة g`‏ توجد صورتان لكل عنصر . 
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لكل عنصر صورة واحدة 


Cala 
X ={1,2,3} حيث‎ Y إلي‎ X دالة من‎ he اي من العلاقات التالية‎ » 1 
Y = {1,3,5} و‎ 
ae f,= ) )1,1(, (2,3), (3,5)} be f= ) (1,1). (2,1), 3,1} 
ce ی‎ ={ (1,1), (1,3), (2,5), )3,3(( de f= ) (1,3), (2,5) | 
لكل من الدوال التالية:‎ Glas اوجد أكبر‎ 2 


ae f(x) رو‎ + 5x -[ be f(x)= -— 
ce f(x)= /S-x de f(x)= 3 
g (x) = 7-x و‎ f(x) = 3-6 اذا كانت‎ 3 
: فأوجد ما يلي‎ 
ae (ftg) (x) ee (fog)(x) 
be (f-g) (x) fe (go f)(x) 
ce (fx g(x) ge f'(x) 
de (E) he g'(x) 
في کل من الحالات التالية وبين فيما إذا كانت دالة أم لامع نکر‎ f) أوجد‎ » 4 
. السیب‎ 
ae f(x)=7x-9 be f(x)=x° 
ce f (x)=x? 
de f(x)= لت‎ ee f(x)=4 
x-5 


e 5‏ آوجد مدی کل من الاوال التالية : 
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a e f (x) = Sx + 3 be f(x) = 7 ce f (x) 


E 
x + 1 


de f(xj= بل‎ 


x-3 
ee f(x) =x? +9 
Lines المستقيم‎ bali 5 - 1 
هنالك نوع خاص من الدوال تسمی دالة الخط المستقیم أو الدالة الخطية وهو‎ 
عددين‎ m,b دالة من ۸ إلى ۸ قاعدته على الصورة 9+ ۲ > (10 ؛ حيث‎ 
. حقیقیین معلومین » تسمی 8 + ۲۵ = ۷ معادلة خط المسنقیم‎ 
مستقیما ؟‎ Und والسوال الذي ينشأ الان هو : لماذا يمثل هذه الدالة‎ 
. للإجابة عن هذا السؤال نحتاج إلى بعض المفاهیم التي سنطرحها في هذا البند‎ 


تعريف 1- 5 - 1 
ادا كانت (x2, yo) ۰ X (Xn y)‏ ۷ نقطتين في المستوی فان ميل 
الخط المستقیم المار من النقطتین × و ¥ هو : 
4 و د 


m= 72-1 : Xp #X2 
و‎ ¬ × 


وهذا للميل يعبر عن ظل قياس الزاوية التي يصنعها المستقيم مع المحور الأفقي الموجب. 


الشكل )7( 


أوجد ميل LAN‏ المستقيم المار بالتقطتین (3,5) X‏ و (1,2-) ۷ . 
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مبرهنة 5-1 - 2 
إذا كانت (۷۱,:۷۱) X‏ و (x2,y2)‏ ¥+ نقطتین في المستوي فان طول 
القطعة المستقيمة التي طرفیها X‏ و ۷ يساوي 
+(x: -X,Y‏ با L=‏ 
اوجد طول القطعة المستقيمة الواصلة بين X(1,4)‏ و Y(-2,3)‏ . 


L = (4-3)? +0-(-2)? = 1+9 0 


بما أن الخط المستقیم یتحدد بمعرفة نقطتین وذلك لأن بقية النقاط الواقعة على الخط 
تكون على نفس الاستقامه وان الخط المستقیم يصنع زاوية واحدة مع المحور الافقي الموجب 


y=mx+b فاذا أخذنا مثلا أي ثلاث نقاط تحقق المعادلة‎ 
yı = mx, +b, ; y2 = Mx; +b , y3=mx3+b 


فان ميل الخط المستقیم المار من النقطتین (۱:۷۱) × و (X2,Y2)‏ ۷ حيث ×× هو 


وبنفس-الاسلوب یکون ميل الخط المستقیم المار من النقطتین (X2,¥2)‏ ¥ و Z(X3,Y3)‏ 
هو =m‏ 7 

أي أن المیل للقطعة XY‏ هو نفس ميل القطعة YZ‏ ولهذا فان X,Y,Z‏ نقع على 
استقامة واحدة أي أن المعادلة y=mxtb‏ تمثل خطا مستقیما ميله m‏ . 
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هذا ویمکن معالجة الموضوع بأسلوب آخر حيث من المعلوم انه إذا كانت × و ۷ و Z‏ 
ثلاث تقاط فانها Ld‏ أن تشکل متثا أو أن تکون على استقامة واحدة » وانها ستکون على 
استقامة و احدة إذا كان مجموع طزني اقصر قطعتین مساویا طول أكبر قطعة . 

والان iy‏ أخذنا النقاط الثلائة X‏ و Y‏ و 72 الواردة أعلاه بحيث أن و > ی« > × فان 


XY = Jy, -y,)? +(x, -x,)? 
5 2 2 
5 ۳ + b—mx, - b)* +(x2 - x1) 


= Jm? (x2 -x1)? + (x2 - × 
= [x2 - ۱1+ 2 =(X2 - × ( ص + 1ل‎ 


وبالمنل يكون m? XZ = |x3-x;|‏ + [له +m = (X3-X1ı)‏ [له 
ویکون +m? YZ = |x3-x9|‏ [له +m = (X3-X2)‏ 1 


الشکل )8( 


لاحظ أن : 


XY + YZ = Vi+m? { (x2-x1) + (x3-X2)} 
= Vl+m? {(x3-x)} = XZ 


لهذا فان النقاط COUN‏ تقع على استقامة واحدة أي أن المعادلة y= mx tb‏ تمثل 
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هنالك سوال آخر لابد من الاجابة عليه وهو كيف يمكن ایجاد معادلة خط مستقیم ؟ بما ان 
معادلة ball‏ المستقیم هي y=mx +b‏ إذن لابد من تحدید قيمة كل من 8 , 7 ویحتاج 
ذلك إلى توفر شرطین . 
وقد لاحظنا في وقت سابق إن " تمثل ميل الخط المستقیم . ومن الواضح انه عندما تکون 
y=m(0)+b=b gö x=0‏ . 
أي أن (0,b)‏ نقطة على الخط المسنتیم ولما كان المسقط الأول 0 فان b‏ تمثل طول 
المقطع من المحور الرأسي الذي يقطعه الخط المستقيم . 
وفيما يلي بعض الامثلة التي گوضح كيفية إيجاد معادلة الخط المستقيم تحت شرطين 
معلومین. ۱ 
مشال 
آوجد معادلة الخط المستقیم الذي میله 5 ومقطعه من المحور الراسي 4- . 
الحل: 
المعادلة العامة هي y=mxtb‏ حیث m‏ الميل » b‏ المقطع من المصور 
الراسي ٠‏ إذن ‏ 5-4 - ۷ 
فكال 
اوجد معادلة الخط المستقیم الذي يمر بالنقطتين (1,0) t y‏ (0,1) . 
الحل : 
+b‏ جص = ر وبما أن المستقیم يمر بالنقطة )0,1( CA‏ 
 )0(+ ۲ => b=1 ۱‏ -1 
وان لمستقیم يمر بالنقطة )1,0( CA‏ 
0=m(1)+b > m=-b=-]‏ 


إذن المعادلة هي : y=-xtl‏ 
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ملاحظة 1 - 5 - 3 

أ ه معادلة الخط المستقیم الافقي الذي يوازي محور ‏ ویبعد عنه a‏ حيث Mee a‏ 
حقيقي هي 4= ل . 

ب © معادلة الخط اله‌ستقیم الراسي الذي يوازي محور ل ویبعد عنه aca Cus a‏ 


حقيقي هي 2 . 
مثال 
أ » آوجد معادلة الخط المستقیم الأفقي المار بالنقطة (3,6-) . 
الحل : y=6‏ ۱ 
ب ه أوجد معادلة الخط المستقیم الرأسي المار بالنقطة (7,5-) . 
الحل x=-7 .  :‏ 


والسوال الأخير بخصوص ball‏ المستقيم هو ما العلاقة بين خطين مستقيمين ؟ 
من الواضح عند رسم أي خطين مستقيمين فانهما : 

| » إما أن يكونا متوازيين أي لا يلتقيان مهما امتدا من طرفیهما . 

2 » او أن يكونا متقاطعين في نقطة واحدة . 

3 » أو أن ينطبقا على بعضهما بعضا . 


مبرهنة 1 - 5 - 4 
إذا كان ,1 مستقيما معادلته ,0+ ×رص > لا وكان Lp‏ مستقيما خر 
معادلته tb‏ 02 = ر فان : 
Las Li © 1‏ متوازیان لذا كان رم = m‏ أي ISIS‏ لهما نفس المیل . 
L; 2‏ » ربا متطابقان لذا كان GS, mam‏ و = ,ظا . 
Lac L, » 3‏ متقاطعان في نقطة واحدة إذا كان Mm # M2‏ . 


m, x m; = -1 وب متعامدان إذا كان‎ Ly, e 4 
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مثال 

e |‏ إذاكان ۲7+ 3x‏ 2 ۷۲ : رآ > 3+9 La:‏ فان المستقيمين Los Ly‏ 
متوازیان لان 23 :۲ 2 ,۲0 . 

ب e‏ اذاکان Lp: y=3xt7‏ ۰ 9+ 1/3 - - ۷: وبا فان 2-1 mxm‏ 
أي أن Ly‏ ۰ 2[ متعاسدین . ۱ 


جه ذاكان 5 = ۲3۷ 2۶ : رن ۰ 10 < 6۷ + 4 : وبا فان : 


f 2 4 ۱ 
= و‎ AS y EET E ll إدن‎ 


مثال 
أوجد نقطة تقاطع المستقيمين 

y=3x+4 ...)1( 

(2)... 5 +2 < ۷ 
أي ایجاد نقطة تحقق المعادلتین معا وهذا یتطلب حل المعادلتین Lil‏ باستخدام sal‏ أسالیب 
حل المعادلات الخطية الآنية مثل الحذف أو التعويض أو الرسم والان نس تخدم اسلوب 
الحذف. 
واضح أنه بطر ح المعادلة الثانية من الاولی نجد أن : 

[ + < ع جح (1-) + < 0 

وبالته‌ویض في المعادلة (1) نجد أن : 


27 4+ (3)1 2 ۷ 
إذن نقطة التقاطع هي (1,7) . 
تمارين 
1 » أوجد ميل القطعة KY‏ اذا كان 
ae X(0,0) , Y(-2,3) be X(3,7) , Y (-2,-3)‏ 


2 أوجد طول القطعة XY‏ في الحالات الواردة في السوال الأول اعلاه . 
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3 © آوجد معادلة ball‏ المستقیم في کل من الحالات التالية : 


(25), اه‎ Sua ws 
s (-2, 5) 3 (3, -7) جه © يمر بالتقطتین‎ 


04 o ۱ 


. أفقي يبعد عن المحور الأفقي 5- وحدات‎ @ a 
. و © رأسي یبعد عن المحور الر آسي 5« وحدات‎ 


4 » اذا كان 


أ ه٠‏ وكان 1 1⁄7 فاوجد قيمة m‏ . 
eu‏ وکان LLL?‏ فأوجد قيمة m‏ . 
٠ 5‏ أوجد نقطة تقاطع المستقيمين 
2y 4 +7 < 0‏ 
Sx + 7y -3 > 0‏ 


6-1 الدالة الأسیه والداله اللوغاريتمية 


y=mx+7 
y=4x+15 


L>: 


تعلم من دراستك السابقة مفهوم الأسس وخواصها وسوف تراجعها معا قفي 


هذا البند . 


اذا كان n‏ عددا طبیعیا وکان 2 Lama farce‏ فان : 


فمثلا 
2 22 = 23 


a" > 2.3.8...8, مرة)‎ n) 


يسمى العدد 2 الأساس ويسمى العدد 2 الأس والمبرهنة التالية تعطي ابرز خواص 


الأسس وقوانینها . 
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a? = [7 3 ۰ a" = 3‏ ۰ 2 ۴ و - "ج ۲« و le‏ 
a‏ 
A san" 5» (aP) =a™ 6° (ab)"= a" . b"‏ .4 
bwo 8e a" =a‏ ~= )=( 7 
>n=m‏ 0 جع , ۶1 2 9e a" =a",‏ 
a"=b" , ۶0 => a=b‏ 10° 
مثال 
حل المعادلات التالية : 
x°=32 1‏ 
الحل : 
لاحظ أن 32-25 ١‏ إنن 25 2 تير ومنها  K=2‏ 
2 64 = 2۰ 
الحل : 
لاحظ أن 25 - 64 لع Pao”‏ ومنها X=6‏ 
3 21 *5 
الحل : 
لاحظ oh‏ 1 ك5 oh‏ 25° 6 " ومنها 0= × 
والان نقذم الدالة الأسية على النحو التالي : 
تعريف 1 - 6 - 2 
إذا كان 0 <2 ۰ 1ه فان الدالة R‏ یب f:‏ 
بحیث إن ۳ = (x)‏ ۴ يسمى دالة أسيا لساسه a‏ . 
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واذا آردنا رسم منحني f(x)‏ لقيمة معطاء فاننا نكوّن Y san‏ من فاط التي تحققه شم 


تصل دیهما . 
مثال 
ارسم منحنى الدالة ‏ *2 > (×)۴ حيث طعي 
الحل : 
نكون جدولا كما يلي : 
X 0 l 2 3 -1 -2 -3‏ 
f(x) 1 2 4 8 1/2 6 1/8‏ 


نعين هذه النقاط في المستوي البياني كما في الشكل ( 9 ) ثم نصل بينها لنحصل على الرسم 
البياني المطلوب . ۱ 


الشکل )9( 


من الجدیر بالملاحظة أن مجال الدالة هو 2 ومداه هو R*‏ 

والسوال الذي نساله الآن هو ما معکوس الدالة الاسية *2 > (0)] حيث a>0‏ ۰ 1 ۶ 2 
ç‏ 

لنحاول الإجابة على هذا السؤال بوضع ۾ = ر 

ونحاول ان نعبر عن × بدلالة ۷ ء فنجد أنفسنا غير قادرين على ذلك إلا إذا عرفنا دالة 


جديدة يسمى الدالة اللوغارتمية . 
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تعریف 3-6-1 

إذا كان 0 <2 » 2۶1 عددا حقيقيا Gè‏ فان العبارة *مع بر 
تكافئ العبارة ۷ مع۱0<* اي أن × هي لرغارتم لإ للأساس 8 . 
لاحظ أن مجال الدالة اللوغارتمية هو R”‏ وان مداه هو R‏ . 
مثال 

Sao” mikey‏ و هذا یکافی 28و10 - 3 . اي أن لوغارتيم 
8 للاساس 2 تاو 3 


4 - 6 -1 هنه‎ pa 
فان‎ x,y>O ۰ 2۶1 ۰ 2< 0 إذا كان‎ 
le log, (xy ) = log, x + loga y 


2 ۰ loga © = loga x - loga y 


3 ۰ log, x"=n log, x 


مثال 
حل المعاد لات التالیه : 
logs x- e 1‏ = 3 
الحل : 
العبارة logsx‏ = 3 تکافئ 5 = 5 = × 
log ,4 ۰2‏ = 2 
الحل : 
العبارة المعطاء تکافی 4=x => x=2‏ 
Lay‏ إننا آغفلنا 2- لأن آساس اللوغارتم يجب أن یکون موجباً . 
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logiox + Z2logiox = 3 ۰3‏ 
الحل : 
لاحظ إن الطرف الایسر يساوي 


109820 F 2l0g10X =3 1020 = 3 => logio x=] > x= 10! = 10 
logie 8 اختصر‎ 


لاحظ أن : 


logis 8 = log,8 _ log, 2 _ 2log, 2 3 
log, 16 log, 2 4log, 2 0 


أما الدالة اللوغارتمية فيرمز له على النحو التالي : 

f(x) = 102,» : 2*1 ,2< 0‏ 
ومنحنى هذه الدالة ينشأ بعكس منحنى ‏ “2 - () ؟ 
والشكل ( 10) يوضح ذلك . 


الشكل )10( 
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ملاحظه 6-1 - 5 

1 ه إذا كان أساس اللوغارتم 10 فانه یسمی اللوغارتم الاعتيادي . 

2 0 هنالك عدد حقيقي غير نسبي يرمز له بالره‌ز e‏ وهو يساوي تقريبا 2.71 . 
واذا كانت © هي اساس اللو شارتم فانه یسمی اللوغارتم الطبيعي لان © تسمی 
العدد النايبيري ونسنخدم In(x)‏ للالالة على logex‏ . 


3 ه ومن ابرز خواص اللوغارتمات الطبيعية هي لاي عدد حقيقي موجب © Os‏ 


Inc 


c=e 
تمارین‎ 
: اختصر ما يلي‎ 1 
ae 100° ° be 3° ce (0.09)'2 de log, = 
ee log, 16 
: اذا علمت أن‎ o 2 
logs 7 = 2.81 , log25 = 2 
: فأوجد قيمة ما يلي‎ 
ae log, 5 be log 9.8 
: حل المعادلات التالية‎ ٠ 3 
ae logio (x2 -3x +6) =] be (0.4)* = 0.0256 
ce log, 4=2 
: أوجد مجال الدوال التالية‎ » 4 
ae f(x)=e be f(x)=Inx ce f(x) =In (x+2) 


de f(x)=In,4 
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الفصل الثاني 
العایات و الا سنمر ارية 


الفصل الثاني 
الغايات و الاستمر ارد ره 


Limits and Continuous 


یعتبر مفهوم الغاية من أهم آنمعاهیم الرياضية المستخدمة في حساب التفاضل 
«LAS,‏ نظر؟ ما لهذا الموضوع من دوز بارز في دراسة المواضیع الاسأسية للتمابل 
الرياضي آلا وهي استمز ار بة زاشتقاق وتکامل الدو ال 

ولذلك ننصح الطالب أن يهتم كثيرا بفهم موضوعات هذا الفصل WY‏ تساعده 


على فهم الموصوعات اللاحقة . 


le 1-2‏ متغی 
سنعرض في هذه الفقرة مفهوم غاية متغیر مع بعض الأمثلة والملتحظات التي 


توضح هذا الموضو E‏ . 


تعريف 1-3-2 
oe‏ نقول عن متغیر × انه یقترب إلى النقطة ‏ من اليمين » ونعبر عن ذلك بالكتابة : 


"وب أو مو x‏ 
X>C‏ 


ادا تحقق الشرط التالي : 
مهما کان العدد الصغير الموجب 8 (Sars‏ ایجاد قيم للمتغير x‏ في الفترة المفتوحة 
(c, ctd)‏ . 


SSS SS یت‎ 


c ex 6+ 


: ونعبر عن ذلك بالكتابة‎ e نقول عن متغير × انه یقترب إلى النقطة  من الیسار‎ ow 
X— yee 0 أو‎ x وس‎ 
: إذا تحقق الشرط التالي‎ 
في الفترة المفتوح4‎ x مهما كان العدد الصغير الموجب 6 » يمكن ایجاد قيم للمتغير‎ 
. ) »-8 , ©( 
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( 0 


۰ x < 


e‏ تقول عن متغیر > انه یقترب إلى النقطة © ( من الجانبین) ونعبر عن ذلك بالکتابة: 
x < cC‏ 


مهما كان العدد الصغیر الموجب 6 tay‏ قيم للمتغیر × في الفترة 
المفتوحة (8+ » (c-5,‏ أي يوجد قيم ل x‏ تدقق المتباينة 8 -[x-c]<‏ 


و = 


6 —>x < ctd 
. × نسمي © في هذه الحاله غاية المتغیر‎ 0 
مئال‎ 


إذا كان × المتغير الذي يأخذ القيم Xi, *2, .... Xm-‏ حيث سل بات x‏ 
10 
فان +1 هجل- بر GY‏ مهما كان العدد الصغير الموجب 6 يوجد للمتغير × uó‏ 


في الفترة (1,1+8) ولتحديد قيم x‏ هذه نحل المتباينات 1+8 > م×> 1 أي نوجد n‏ 


5 1 
التى تحفق ‏ 1+8 > ل +1> I‏ 
اي "10 


n>log =  هنمو‎ 10"> = أي‎ L <8 هذه المتباينات هو‎ ch, 
10 
منال‎ 
و۲‎ < 1- L حيث‎ Xi, 2 ,م×,...‎ ... : aul اذا كان × المتغير الذي یأخذ‎ 
10 


x يوجد قيم ل‎ › 8 Gingell لانه مهما كان العدد الصغير‎ x 1ج‎ of 
. في الفترة (1-5,1) وتحدد قيم ا هذه كما في المثال السابق‎ 
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إذا كان × المتغیر الذي يأخذ القيم Xi. ×2..., Xa‏ حيث : 


م فردي ۷ +1 
if‏ 10° 
x, = 1‏ 
م زوجي V‏ مس[ 
io” ۳"‏ 
فان OY « «٠1‏ مهما كان العدد الصغير الموجب 8 يوجد قيم ل »× في 


الفترة (5+ 1-5,1 ) وتحدد قیم × هذه كما في الأمثلة السابقة . 


ملاحظات 2 - 1 - 2 
أ. قد يقترب المتغير × الى النقطة ء دون ان يأخذ هذه القيمة فمثلا : إذا كان × يأخذ 


1 
10" 


القيم : ... , م* ,... XI, X2‏ حیت x=‏ فان 0ج x‏ ولكتن 0 #۶ × 


. N من‎ n مهما كان‎ x40 GY 
× ب . ليس من الضروري أن يكون للمتغير × غاية محدودة  إذ قد نجد متغیرا‎ 
فسي مشل‎ . M يأخذ قيما تكبر بدون تناه بحيث تصبح أكبر من أي عدد موجب‎ 
هذه الحالة نقول إن المتغير × يقترب إلى 00+ ونكتب ص سي ج‎ 
عير‎ o و 46 2 کان‎ e ادا كان × يأخذ القيم‎ : Dad 
مهما كان‎ x< -M قيما تصغر بدون تناه بحيث تحقق المتباينة‎ BL × وقد نجد متغيرا‎ 
X في مثل هذه الحالة نقول إن × يقترب إلى - ٠ه ونكتب جنس‎ ۰ M العدد الموجب‎ 
. جر‎ -o مغمثلا إذا كان × يأخذ القيم 3"....2-.....29-,9-,3-فإن‎ 


Ge x‏ ۶6 0 فانه يوجد 6<0 بحيث يكون × قيم في 
الفترة (8+ع,8-ع) لها نفس إشارة 6. 

.  :ناهربلا‎ 

إذا فرضنا أن إشارة » موجبة أي أن > ٠0‏ فإنه يوجد 5 بحيث أن ه > 8 > 0 
ومنه فان 8 > 0 وبما أن ءج cx‏ فإنهيوجدقي مل + تحقق 
المتباينة 5 > | x-c‏ | « أي يوجد قيم ل × تحقق  8<x-c<5‏ .اي يوجد 
a‏ ل × تحقق 6+8 > × > 8 lay‏ أن 2-8 > 0 فان قيم x‏ هذه لها (شارة موجبة ie‏ 
إشارة » وبالمثل نبرهن الحالة التي تکون فیها اشارة ‏ سالبه. 
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Limit of Function غاية الداله‎ 2-2 


إذا كانت y=f(x)‏ دالة ما بالمتغیر × ٠‏ فإننا نعلم ان قيم ر تتغير مع تغیر af‏ 
× فاذا اقترب المتغیر × إلى غاية ما > فانه من الطبيعي ان نتساعل عن غاية الدالة 
y‏ وکیف توجدها e‏ ولتوضیح غاية Aa‏ بشکل حسي نلاحظ ما يلي : 
إذا شکلنا متتالية من x ad‏ ( أي من مجال لدالة ۶) بحیث توول إلى »© مثل : 
X1, X2, X3 ---, Xas os‏ 


f(Xn), ---‏ و..- f(x1) , £(x2), £(x3),‏ ۲ 
تمثل منتالية من قیم الدالة وتعبر عن سلوك یم الدالة ۴ وتوحي إلى غاية هذه الدالة . 


فان 


مثال 
إذا أردنا إيجاد غاية الدالة د +« 7« عندما ينتهي المتغير × إلى 1 فإننا 


ناخذ متتالية . ...مد ,... ,3× X2,‏ ,ید من قيم × تقترب من 1 ونوجد متتالية قيم 


للدالة ر المرافقة كما في الجداول التالية : 


a gr E E 
KE CN LC GG 


ام ا 
نلاحظ من هذه الجداول أنه سواء آلت × إلى 1 من اليمين أو من اليسار فان ر تقترب 
من 4 مما يشير إلى أن غاية الدالة هي 4 عندما ينتهي المتغير × إلى 1. نعبر عن 
ذلك بالكتابة 24 ۷ lim‏ 

x] 
دون ان‎ » 4 be إلى‎ x عندما یقترب المتغیر‎ f(x) یمکن للتحدث عن غاية دالة‎ o 
. f من مجال‎  نوکت‎ 


منال 


ليكن لك -600 ولنوجد غاية )£0 عندما یقترب المتغير × إلى 1 . 


نلاحظ أن هذه الدالة غير معرفة في النقطة 1 ٠»‏ ولکن من الجدولین التاليين لبعض قيم × 
وقيم f(x)‏ نلاحظ أن : 


lim f(x) =2 3 lim f(x) =2 
x= x>1” 


۳ i E KS 


جدول یبین غاية f(x)‏ عندما يقترب ۲ إلى 1 من اليمين 


TTT 


جدول یبین F(x) QE‏ عندما يقترب × إلى 1 من اليسار 


مثال 
لیکن جل =(») ۴ ولنوجد غاية f(x)‏ عندما يقترب × إلى 1 من اليمين 


ومن اليسار. 
نشكل متتالية من قيم × التي هي أكبر من 1 وتتناقص مقتربة إلى 1 من اليمين ثم نوجد 
f(x) as‏ الموافقة فنحصل على جدول كالتالي : 


نلاحظ من هذا الجدول أن += lim f(x)‏ 


x17 
إلى 1 من الیسار نختار منتالیة من قیم × التي‎ x عندما يقترب‎ f(x) ولمعرفة غاية‎ 
الموافقة فنحصل‎ f(x) هي أصغر. من 1 وتزداد مقتربة إلى 1 من اليسار ثم نوجد قیم‎ 


على جدول کالتالي : 


نااحظ من هذا الجدول ان lim f(x)=—0‏ 
x=}‏ 
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*.ن الطريقة التي سلکناها لإيجاد غاية دالة في الأمثلة السابقة هي طريقة حسية توحي 
إلى غاية الدالة ولکنها ليست الطريقة العلمية الرياضية الدقيقة التي يس تخدمها 
الرياضيون في دراسة الغايات » لان الرياضيين المختصين يعبرون عن مفاهيم 
الغايات بقوانين واصطلاحات رياضية سنوردها فيما يلي . 


تعريف غاية دالة بالقوانين الرياضية 2 - 2 - 1 

لتكن ۴ دالة معرفة في كل نقطة من نقط فترة مفتوحة 1 تحوي © Se)‏ 
أن تكون ۴ غير معرفة في » نفسها ). 
نقول عن عدد L‏ إنه غاية الدالة f(x)‏ عندما x‏ يقترب إلى ء ds)‏ با هو 


غاية الدالة ۴ في النقطة (c‏ ونکتب 1= jim f(x)‏ اذا تحقق الشرط التالي : 
-cCc‏ 2 


۷ ع‎ < 0 3 6<0 : 0۱۵6 = |f(x)-L|<e 
أو ان غاية‎ ٠ > إذا وجد عدد مثل 1 هذا فاننا نقول : ان للدالة ۴ غاية في النقطة‎ * 


. موجودة‎ C لنقطة‎ ail في‎ ٤ 


الشکل )1( 
مثال 
استخدم التعريف السابق لتثبت أن غاية الدالة 1-×۴)×(=3 هي 2 عندما × 
يقترب إلى 1 
الحل: 


لیکن ‏ > 0 ولنوجد 0>6 بحيث یکون : 
ع > | 2- 00| جح ۵> ۱-۱۱ > 0 
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ان = > 1-| © :> 3|x-1|‏ جه ع > 2- 1- [3x‏ >< ع > If (x)-2|‏ 
فإذا أخذنا < = 8 نجد آن : 
6 > | 2-(0]| >= 5 |[-۱> 0 
3 ام 
ملاحظات 2-2-2 


أ. إن الطريقة المستخدمة في حل المثال السابق وایجاد 5 المقابلة ل + تكون ممكنة 

وسهلة عندما تكون الدالة f(x)‏ خطية بسيطة ولكنها طريقة صعبة إذا كانت الدالة 

(x)‏ ۴ غير خطي ولذلك سنقدم بعد قليل العديد من المبرهنات التي تساعد في حساب 
الغایات دون اللجوء إلى 8 و e‏ وطريقة التعریف السابق . : 

ب . من دراسه خواص القيمة المطلقة نعلم ان العبارة 5> | -*| تكافئ العبارة 
5+ > × > 6-» وأن العبارة : >|,1- (0| تكافئ العبارة L-e<f(x)<Lte‏ 
ولذلك فان التعریف السابق یکتب على الشکل التالي : 
xe (c-5,c+5) => f(x)e(L-c,Lte) <> iim f(x) =L‏ ;5>0 3 0<ع ۷۲ 

XC 

ج . قد تکون الدالة ۶ غير معرفة في النقطة ء ومع ذلك یوجد لها غاية في هذه 
النقطة . 

مثال 

إذا كان 00-3 لكل ۲۶0 فان 3= im fx)‏ مع أن (۶)0 غير موجودة 
+× 


f (x) 


Ê 


الشکل ( 2 ) 
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lim f(x) #f(c) 
x~—>>c 
مثال‎ 


إذا كانت re=]‏ فإننا نبرهن كما في المثال السابق تماما على 
X=‏ #8 


` 


أن 3= (×)؟ jim‏ في حين أن 0= FO)‏ أي أن (4)0* lim F(x)‏ 
x—0 x0‏ 

هه قد نجد دوال معرفة في النقطة » وفي جوار » ولکن ليس لها غاية في © . 

مثال 


r= |) nS aes 


; x20 
. 0 یقترب إلى‎ x نلاحظ أن هذه لدالة معرفة في النقطة 0 ولکن ليس لها غاية عندما‎ 
يلي بعض الأمظة الهامة عن الغایات لبعض الدوال التي يكون استنداه‎ Lad سنقدم‎ o 
التعریف 2-2 - 1 سهلا في إثبات صحتها » ودلك لكي نستفید منها ومن بعض‎ 
المبرهنات اللاحقة في حساب الغايات لدوال يصعب استخدام التعريف 2- 2- 1 في حلها‎ 


مثال 
+× 


lim =2 ماء فان‎ GG عددا‎ a ينتج عن هذا المثال انه إذا كان‎ o 


وهكذا فان : 5 >5 lim 10-210 3 jim‏ الخ 
40× 2 
مثال 
إذا كانت ×=(٭)۴ فان im f(x)=e‏ 
o‏ ينتج من هذا المثال أن ۲ lim‏ 
4× 
وهکذا نجد أن : != lim X‏ و lim X=5‏ ... الخ . 
x—>]‏ دج« 

و ٠‏ يمكن الاستفادة من بعض العملیات الجيرية البسيطة في حساب بعض الغایات التي تظهر 

غير واضحة عند التعویض للمباشر كما تبین الأمثلة التالية : 
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lim f(x) فاوجد غاية‎ f(x) = 
x—>3 


نلاحظ انه عند التعويض المباشر نصل الى صيغة من الشكل “ وشیا Pee‏ شر 
محددة سوف ندرسها لاحقا . ولكن aba‏ أن (x -3( (x43)‏ = 2-9 ولذلك فان : 


(x-3) (x +3) = lim (x +3)=6 


lim f(x) = lim 


(x - 3) x—>3‏ وب وچ 
مثال 
+12x -‏ 2و3 - 
اا 0127 FG, Sadi tos‏ 
[-خ* x=]‏ 
الحل: 
x ~1)(-3x +9‏ 
iim Gx +9) =6‏ = کت tim £00) = jim‏ 
x]  - 1 x41‏ [ وب ر 
مثال 
x-2 5‏ ۱ 
وج 
x al?‏ و 
الحل > 


بالتعويض المباشر نصل إلى صيغة .5 ولکن إذا ضرینا بسط ومقام الکسر 


: نجد أن‎ Vx +-0/2 چرس بمرافق المقام الذي هو‎ 
ji a g i x-2 vx+V/2 

x2 Vx -2 x2 Vx -V2 vx +2 

)-2()/« + V2) _ lim (VK +/2(-7 


= lim x -2 an 


x—2 
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2- 3 مبرهنات أساسية في حه‌اب الغایات 
سنقدم فيما يلي - بدور. برهان- بعض المبرهنات التي تسهل علینا حساب نهایات 
الدو ال بدون استخدام الألحريف 1-2-2 . 


1-3-2 هنه‎ ss 


إذا كانت للدالة 1 غاية في النقطة c‏ فان هذه الغاية وحيدة. 


o‏ ينتج عن هذه المبرهنة أنه إذا عرفنا لن 1= fim f(x)‏ فإننا نستطيع الحكم على ان 


xc 
عندما × يقترب إلى © »2 وهذا‎ F(x) كل عدد حقيقي يختلف عن 1 لن يكون غاية ل‎ 
: يساعدنا على حل تمارين من نمط المثال التالي‎ 


مثال 
برهن على أن العدد 4 ليس غاية للدالة ×2=(»)] عندما يقترب × إلى 1 . 
الحل: 
يمكن أن نبرهن بسهولة معتمدين على التعريف 1-2-2 ان 2= Lim £(x)‏ ولذلك 


xl 


فان ۶4 f(x)‏ صرزز بسبب وحدانية غاية الدالة . 
x—>l‏ 


2 وه قا‎ iia 


lim f(x) =L ۰1 
x—c 
lim (f(x)-L)=0 2 
xc 
lim |f(x)-L| =0 .3 
xc 

ملاحظات 2- 3-3 


أ. لذا أخذنا - في المبرهنة السابقة - 0 =1 نحصل على التکافژ الهام التالي : 


lim |f(@)|=0 <> lim f(x) =0 
xc جع‎ 
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فمثلا لو أخذنا F(x)=x‏ فاننا نعلم أن 0= Jim x‏ ولذلك فان ۱5/20 lim‏ 


x—0 x—0 
lim |f(x)| #4 L| فان‎ lim fx) ب . یمکن أن نبرهن بسهولة على أنه إذا كان با‎ 
xc x +c 
lim ۱۶۱ 26۱ ولذلك فإن‎ Jim x=c ان‎ plas فمثلا‎ 
x> xc 


مبرهنه 4-3-2 
اذا کانت h,f,g‏ ثلاث دوال تحقق : 
f(x) > g(x)‏ ك h(x)‏ لكل x‏ تنتمي إلى فترة مفتوحة تحوي 6 . 


lim f(x) = L فان‎ lim h(x) = ورزر‎ B(x) =L ولدا كان‎ 
xC 


X ->C 2 6ج‎ 
مثال‎ 
۰ ۰ ۳ x ۰ 
فانه‎ J, flim O= lim ۱۲۱0 أن || > 1 ۱ > وآأن‎ ala 
x0 0ج‎ 1 + x 
lim „KL =0 ينتج عن المبرهنة السابقة أن‎ 
x—0 1+ 


مبرهنة 3-2 - 5 


إذا كانت ۴ و ع دالتین بحيث ان lim f(x%)=L,‏ و lim g(x)=L,‏ فان : 
XC‏ €+ × 


H3 2  ناددعلا مهما کان‎ fim [àf(x)+ug(x)]=AL,+pL, «1 
; xc 


lim f(x).g(x) =L,.L, -2 


xc 
: L 

lim Maii 3‏ بشرط أن تکون 40 2او ۶0 (×) ع 
XC g(x) L,‏ 

ملاحظات 2- 3 - 6 


أ. باختیار مناسب للعددين 2 و دم نحصل من )1( في المبرهنة السابقة على ua‏ 
الحالات للخاصة واللهامة في حساب الغایات کالحالات التالية : 
eo‏ إذا آخننا 1= بر <2 نحصل على : 


lim (f(x)+ g(x)J=L, +L, = lim f(x) + lim g(x) 
Xc 2 -< 0 2 0 


أي أن غاية مجموع دالتبن تساوي إلى مجموع نهايتي هذين الدالتین . 
© إذا أخذنا 1 A=‏ و p=-]‏ تحصل على > 


lim ]1 )<(- g00]=L, - L, = lim f(x) - lim g(x) 
x—>C x—c X—C 


( أي أن غاية الفرق = فرق الغایات ) 
o‏ اذا أخذنا 2-2 Latta da‏ و p=0‏ نحصل على : 


lim af(x)=a.L, =a lim f(x) 
x>c . X—>C 


ب ۰ بالاعتماد على الاستقراء الرياضي یمکن تعميم البندین )1( و )2( من المبر هنه السابعة 
على أي عدد منته من للدوال . 
جاه ينتج عن المبرهنة السابقة الحالات الخاصة التالية : 


: وكانت م += جآ (أو مه >-]1) فان‎ Liro إذاكانت‎ o 
(lim [f(x)+g(x)] =- gi) [im [f(%+g(x)] =+% 
«0 هچب‎ 
. £(x) . g(x) i 
عد عجوي‎ 8 — 2+ 00 -%0 
lim 500) lim مدع‎ 7 


۰ إذا كانت ه + ع رر] = LL‏ فان : 


٤© غاية النسبة‎ Ud lim[f(x)+g(x)J=+00 و‎ lim f(x). g(x)=+0 


g(x) Xx >C 

فإننا لا نستطیع معرفتها مباشرة » انما نقول : انه لدینا حالة غير محددة من الشكل =A‏ 
ولدینا حالات غير محددة عديدة منها : 

A = 9 0° 9 0.00 ’ 00 - 00 و‎ oO” , 1” 

0 oO 


وان عملية إيجاد الغاية لهذه الحالات غير المحددة تدعى إزالة الحالة غير المحددةء 
وسنورد هذه العملية عند دراسة تطبيقات المشتقة ( مبرهنة لوبيتال) في الفصل القادم . 
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مثال 
إذا كان تم +... + f(x) = Ao + ۸× + AX?‏ دالة على شکل کثيرة حدود فان : 


lim f(x) = £(c) = A0 + 2 عر‎ +A 262 + ...+ Anc" 
XC 


البرهان : 


ala‏ أن Jimx=c‏ ولذلك فان Jim × =lim x.x = cc =c‏ وهكذا فان 
X-->C X—>C XC‏ 


. > 0,1,2, طىى...‎ Cos جوز‎ =e 
x—c 


: ومنه نجد أن‎ 
lim f(x) = م2‎ +A, lim +2 lim x? +... Ap lim x" 
AC x=—c م‎ XC 


Ao + عرد‎ + AC? + "وى ج....‎ = f(c) 


مثال 
إذا كانت f (x) =2-x +x? + 3x?‏ 


lim f(x) = f()= 2-1+ )1(۶ +30)? =5 فان‎ 


ا 
تكد درق دا ta aaah‏ ن وی f(x)= N‏ أو )2- x)= sin (x?‏ أو 
غير ذلك مما يصعب معرفة الغاية بالطريقة المباشرة لذلك تحتاج إلى النظرية التالية التي 
تساعدنا في حساب نهايات مثل هذه الدوال . 
مبرهنة 7-3-2 


ادا كانت lim f(x) < Lı‏ وکان f(x) # Li‏ لجميع قیم x‏ الواقعة في فترة مفتوحة 


x> 


تحوي e‏ ولذا كانت را Jim g(y)=‏ فان : 
y>‏ 


lim g(f(x))= L2 = lim (g°f)(x) = lim 8(y) 


x—>C xc yoL, 
8 - 3 - 2 ملاحظه‎ 
السابقة في حل التمارین یمکن الاستفادة من نتائج للتمارین التالية‎ Glia عند استخدام المبر‎ 
. التي كنا قد برهنا على بعضها‎ 


[im ۾‎ = a إذاكان 2 ثابتا ما » فان‎ ٠ 
x—c 
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lim f(x)= f(c) دالة کثیر 7 حدود فان‎ f(x) اذا کانت‎ o 


Xc 


lim x = ce فان‎ ٩6 إذاكان‎ o 


X -C 
lime*=: ° 
x—0 
limiInx=Inc و 1۶6 ان‎ O<c إذا کان‎ o 


ع جدير 
l‏ 


۱ ۱ 1 
1 lim (1+—)* = lim (1+x)* =e œ 
X—>0d x x—»0 


. (بشرط 0>۰ عندما یکون « عدداً زوجیا)‎ jim¥x = ۷ œ 
2 
limh(x) لتكن ۷۱-2 -(ظ فاوجد‎ 
x—0 
الحل:‎ 
: نلاحظ انه إذا وضعنا ×-۴)»(=1, را =(ر)ع نجد أن‎ 


رمع g (f(0) = J= Vi-x?‏ = 0(0 ۰ ع) 


lim h(x) = lim (ge f)(x) ولذلك فان‎ 


lim £(x) = lim )1- x?) =1 ولدینا‎ 
۸+0 x— 0 
lim 2(y)= lim Vy أن 1= الدع‎ LS 
y>l yl 
lim (go f)(x) =| : ولنلك فانه ينتج عن المبرهنة السابقة أن‎ 
x> 
lim h(x) =1 أي أن‎ 
x—0 
مثال‎ 


lim Inf(x)=InL of حیث 0>1 فبرهن على‎ fim f(x)=L إذا كانت‎ 
x x—>c i 


(gof) (x) =g(f(x))= In f(x) فنجد لن‎ g(y)= Iny نضع‎ 
im Inf(x)= lim (g¢ f)(x) = lim g(y)= lim رها‎ =InL 


=c x—c رابب‎ yoL 
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> مثال‎ o 


)ما 
0ج 
الحل : 
l‏ 
نلاحظ أن nio + i In(l +x) = In(l+x)*:‏ 
x‏ 


l 
limf(x)=e>0 نجد من الملاحظة )8-3-2( أن‎ f(x) =( 14x) × فإذا وضعنا‎ 
x0 

.® 
ولذلك فانه ينتج - عما نقدم في المثال اعلاه - أن : 


۳ = jim Inf(x) = In(lim fŒ) = Ine =1 


x—0 x—0 x0 


. jim f(x) =e فان‎ lim f(x) = L كان‎ 
x—>C XC 


مبرهنة 2- 3 - 9 


إذا كان 0 = Jim f(x)‏ وكانت g(x)‏ دالة محدودا فان : 


XC 


. lim f(x)g(x) = 0 


x—c 


وکتطبیق على هذه المبرهنة نلاحظ أن 0 = ماه Him‏ وذلك لان 0= fimx‏ كما 
2 


x—>0 : x—0 


إن Le‏ دالة محدود . 
x‏ 
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2 - 4 الغايات من جاتب واحد 

إن دراسه غاية الدالة f(x)‏ عندما × يقترب إلى ic‏ هي دراسه قيم f(x)‏ 
لمقابلة لقيم × وئلك عندما یتحرك المتغیر x‏ مقتربا من 6 . وعند دراسة غاية متغیر 
في )1-2( وجدنا أن × قد یقترب إلى » بقيم أكبر من »© »أي أن × يقترب إلى ء 
من اليمين وعبرنا عن ذلك بالكتاية "ع جل x‏ وقد يقترب ۲ إلى > بقيم أصغر 
من ع. أي أن × يقترب إلى c‏ من الیسار وعبرنا عن ذلك بالكتابة .ور . 
وقد یقترب + الى c‏ من الجانبين وعبرنا عن ذلك بالكتابة عه X‏ .وان 
دراسة غاية f(x)‏ عندما x‏ يقترب إلى © تتضمن : 
- دراسة غاية (×)۴ عندما × يقترب إلى ء من اليمين التي نرمز لهاب 
lim f(x)‏ ونسميها غاية الدالة 1 في النقطة c‏ من اليمين . 


x—>C~ 
عندما × يقترب إلى » من اليسار التي نرمز لهاب‎ ë f(x) دراسه غاية‎ - 
. من اليسار‎ c جوز ونسميها غاية الدالة 4 في النقطة‎ f(x) 


"جر 


o‏ نسمي کل من im F(x)‏ و limf)‏ غاية للدالة F(x)‏ في النقطة c‏ من 


x—C‏ مج 


جانب واحد وتعرف هذه للغایات بالقوانين الرياضية كما يلي : 


تعریف 1-4-2 
eo‏ تقول إن الدالة cali, f(x)‏ للنقطه .1 عندما يقترب المتغیر × إلى النقطة c‏ من 
اليمين » إذا تحقق الشرط التالي : 
ع > | بآ - (۶)۵| = c<x<ct8‏ ;3 0< 3 0< ع v‏ 
وفي هذه الحالة نکتب =L lim f(x)‏ ونسمي 1 غاية الدالة f(x)‏ في النقطة 


ST. 
. من الیمین‎ » 
c يتتاهى للنقطة 1 عندما یقترب المتغیر × إلى النقطة‎ f(x) نقول إن الدللة‎ o 
: إذا تحقق الشرط التالي‎ ٠» من الیسار‎ 
v 0<ع‎ 3 65 <0 ; ci<x<c => |f(x)-cl 6 
في النقطة‎ f(x) غاية الدالة‎ L ونسمي‎ lim f(x) =L وفي هذه الحالة نکتب‎ 


xc 


. من اليسار‎ c 
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ملاحظات 2-4-2 : 


lim f(x) =L dim f(x) =L 


XC x—>c” 


الشكل )3( 

ب . قد نجد دوال معرفة على يمين 6 فقط ( غير معرفة على يسار (c‏ وفي هذه 
الحالة نستطیع دراسه وجود غاية من اليمين فقط . 
وقد نجد دوال معرفة على يسار 6 فقط ( غير معرفة على یمین (c‏ وفي هذه 
الحالة نستطيع دراسة وجود غاية من الیسار فقط ۰ 

فالدالة سر f (x)=‏ معرفة على يمين النقطة 0 وغير معرفة على يسار هذه النقطة ولذلك 
X‏ 

x¬+0* 


lim f(x) 


x40 
فانها معرفة على يسار النقطة 1 وغيز معرفة على يمينها›‎ f )»( = ×-1/ہ‎ Aa آما‎ 
lim f(x) لا نبحث عن‎ WS, Jim f(x) ولدلك يمكن ان نبحث عن‎ 


x41” x17 
مثال‎ 


lim f(x)=0 ۰ فان‎ f(x)= vx إذا كانتت‎ 


x—0* 
: اثبر هان‎ 
: ولنوجد 0<8 بحیث یکون‎ O<e OS 
0 > > 0+ 5 => | + )«( -0 | > ع‎ 
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الشکل )4( 
x > o ۵۶‏ جه ع > ۱۰-0 جه € > |0- f(x)‏ 


ان 


فإذا أخذنا se‏ نجد أن : ع ۱0-0 = 0<x<0+5 = x<e‏ 


lim f(x) =0 ومنه‎ 


x—>0* 
x غير معرف عندما تکون‎ VK OY غير موجودة‎ lim Vx لاحظ ان‎ ٠ 
0ج‎ 
. سالبه‎ 
3-4-2 ملاحظه‎ 


قد نجد دوال تملك غاية من الیمین وغاية من الیسار في نقطة c‏ 
ولكنها لا تملك غاية من الجانبين في © . 
مثال 
0< : 


إذا كانت 
x20‏ : 


0 
و‎ lim 100 =! فان‎ o=, 


*0ج» 


. غير موجودة‎ lim f(x) OSs lim f(x) 0 


x0 x07 


f(x) 


1 


الشكل )5( 
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البر هان : 


: لان‎ lim ۲0-1 ان‎ - 
x—>0* 


: ولنوجد ۰ 5 >0 بحیث یکون‎ 0 > © OS 
0 > x > 0 + 6 = |۶)(- 1۱ ع‎ 
: إن‎ 
O<x & ۱۲0-1 جه و‎ 0 <x & fi-ll<e & 0>» & 0 ع‎ 
. ولذلك يمكن ان ناخذ ع أي عدد موجب لنجده یحقق المطلوب‎ 


- إن 0= lim f(x)‏ لان : 
0ج 


لتكن ‏ :>0 ولنوجد ۰ 5 >0 بحیث یکون : 
ع x < 0 => |f(x)-0|/<‏ > 0-6 
ان : ع > 0 & x<0 & |f(x)-O|<e x<0‏ 
ولذلك نستطیع اختیار 5 أي عدد موجب لنجده یحقق المطلوب . 


مبرهنة 4-4-2 
ان الشرط اللازم و الكافي لكي تکون للدالة ؟ غاية تساوي L‏ في النقطة ء هو 
أن تکون للدالة ۶ غاية من اليمين وغاية من الیسار في ‏ وأن تکون هاتان النهایتان 
متساویتین وتساویان إلى با . 
وبلغه الریاضیات : 
lim f(x) = L= Jim f(x) =  limf(x) =L‏ 
xc‘ xc" xc‏ 
ملاحظات 5-4-2 
أ. ينتج عن المبرهنة السابقة أنه إذا كانت (حدی النهایتین الجانبيتين لدالة ۶ غير 
موجودة في ALE‏ ه فان هذه AND‏ لایملك غايةفي ع. . 
ب . ينتج عن المبرهنة السابقة أنه إذا كانت النهایتان الجانبیتان لدالة ۶ موجودتین في 
النقطة »© ولكنهما غير متساويتين فإنه ليس لهذه الدالة غاية في »© . 
ج . يجب أن نشير هنا إلى ان جميع المبرهنات التي ذكرناها في الفقرة 2 - 3 والتي 
تعالج موضوع نهايات الدوال في نقطة ٠‏ › تبقى صحيحة في حالة الغايات للجانبية. 
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ليس للدالة Vx‏ = () ۶ غاية في النقطة 0 لانه لا يملك غاية من اليس 


في هذه النقطة . 
مثال 
اذا كانت s= oe ae‏ > فاننا نستطيع ان نبرا 
x<0‏ 2- | = 
بسهولة على أن : lim f(x)=-2 dls lim f()=2‏ 
x07 x—»0*‏ 


وبما أن هاتين النهایتین غير متساويتين فان limf(x)‏ غير موجودة . 


0 
2 - 5 الغايات اللانهائية للدوال 
درستا ی الفقرات السابقة من هذا الفصل نهايات الدوال عندما يقترب المتغير > 
إلى ihi‏ محدودة > ولكن ماذا عن نهايات الدوال عندما يقترب +« إلى to‏ 
coy‏ 1-5-2 
1 تقول إن Aa‏ (×)۴ تنتهي إلى النقطة L‏ عندمايقترب المتغير × إلى > 
ونکتب : 1 =(×)۴؟ lim‏ 


مه +> X‏ 
إذا تحقق الشرط التالي : 
ع > اب (0)]| > ;x >M‏ 0 < ۸۷۲ 3 0 <ع © 
ونقول إن الدالة (×) ۴ ننتهي إلى النقطة .1 عندما یقترب المتغیر × إلى ا 
ونکتب lim f(x)=L:‏ 


+× 
إذا تحقق الشرط التالي : 
3x <M >|f(x)-L| > 8‏ 0 < ۷۲ 3 0 <ع © 
٠1‏ نقول ان الدالة (×)۴ تنتهي إلى too‏ عندما یقترب المتغير × إلى النقطة 
وتکتب :00+ > lim f(x)‏ 


xX- 
: لذا تحقق الشرط التالي‎ 
۷ M>o 3 58 <0 : |۶6 | > 6 > ])(< ۷ 
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ونقول إن الدالة f(x)‏ تنتهي إلى -o‏ عندما یقترب المتغیر ‏ إلى النقطة ء ونکتب 


lim 1 )( < وم‎ : 
2 


إذا تحقق الشرط التالي : 
v M>o 3 6 <0 : |۶6 | > 6 = f(x) > - ۷‏ 
1 نقول ان الدالة F(x)‏ نتتهي إلى +o‏ عنما يقترب المتغیر x‏ إلى too‏ 
ونکتب :0+ lim F(x)=‏ 


X—>+00 
: إذا تحقق الشرط التالي‎ 
۷ M>o 3K>0 ;x> K => f(x)> M 
نتتهي إلى - عندما یقترب المتغیر × إلى ©- ونكتب‎ F(x) Wa ونقول إن‎ 


lim (x)= م‎ : 
x>- 


إذا تحقق الشرط التالي > 

Y ۱ < 0 3K>0 : <-K => f(x)<-M 
ولدینا صیغ مشابهة للدالة الذي یقترب إلى مه + عندما یقترب المتغیر إلى © - وللدالة الذي‎ 
: یقترب إلى © - عندما یقترب المتغیر إلى »+ . نوضح هذا التعریف بالاشکال التالية‎ 


lim f(X)= o lim f(x) = مه‎ lim f(x)=L 
2 <o 2 -( 6 X~>0O 


الشكل )6( 


lim f(x)=1 فان‎ (۰ 


2 00 
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آلبر‌هان : 
OG‏ :>0 ولنوجد 0۷ بحیث یکون 
ع > | 1 -(0)]| = ۷ < | ۰ | 


]+ 
© قفد 


<elf(x)-lI|<e > : لن‎ 


1 1 
<=> — < € حم‎ x| > - 
|x| € 


لذلك نختار Met‏ لنجد أن تحعق المطلوب حيث أن > 0 
€ 


و ع>|1-(*)!| = 54 < |[ . 


الشکل )7( 
منال 
إذا كانت f()=—‏ = فان limf()=0‏ 
(2-—x)?‏ 2 
البرهان : 
لتكن O<M‏ ولنوجد 0<5 بحیث یکون 
M‏ > ۶6(۱| > > || 
إن 
l 1‏ 1 
|x-2j< —‏ جم — =x)‏ 02 جه x)|>M SM‏ 
x) M E T‏ - 2) | جد | مه | x)‏ 
1 ۱ 
لنلك نأخذ س - 8 فنجدها تحقق لب . 
خد Te‏ المطلو 
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الشکل (8) 


lim 
lim (۰ 
فان‎ f(x) =x’ ۱ 
x :ا كانت‎ 3 
اد‎ 
f(x) 
0 
x 
(9) الشکل‎ 
> بحیث یکون‎ 
|x| > ae 
>k => ۳ ۱ 
1 
: إن‎ 


f (x xX x له‎ 
C> 
| x? | 
> M 
> M هه‎ x? > M > yM 
هب‎ 
| x | 


ها تحقق المطلوب . 
نجد 
ذا أخذنا k= JM‏ 
فاد 


ملاحظات 2- 5 - 2 

أ. يمكن تطبیق مبرهنات الغایات الواردة في )2 - 3) في حالة دراسة الغایات عند 
یقترب المتغیر × إلى ص+ أو o‏ 

ب ٠.‏ بدون برهان أنه اذا كانت : 

J=anx" tagyx™! + + جم‎ 


aix + no 


دالة كثر ة حدو د فان غابة هذه الدالة عندما يقترب المت x‏ ال to‏ أو م - ه 
كثيرة حدود فان غاد يقترب المتغير إلى و 


غاية حده ذي الدرجة الكبرى أي : 


m P(x) = lim anx” 
+0 X—>+00 
كما أن‎ 
n p(x) = lim anx” 
0 X>- 


p(x) = -2x? + 2x? -x فمثلا : اذا كانتت‎ 
lim p(x) = lim - 223 ه--‎ 
X>+ وعدج«»‎ 


lim P(X) = lim ~2x? و بت‎ 
میت جر‎ ×+ 


n n-l 
4 ۰۲ +a,_1X +... + 2۱72 + 
f(x) ۳۹ n n-] 1 0 


bmx +bm-1x T" “ + ... + رط‎ x + bg 


دالة كسرية ( بسطه كثيرة حدود ومقامه كذلك ) فاننا نقبل بدون برهان Laj‏ أن : 


م 


-n=m إذا كان‎ lim <(0؟‎ = al 
X—ptoo n 


۳ 


-m>n ادا كان‎ lim f(x) = 0 ۰2 
x—>t00 


-m<n اذا كان‎ lim f(x) = +0 م — أو‎ 3 
X—>+00 


n 
2 م‎ 
إجراء الا ختصار المناسپ‎ rary lim L 
مج بر‎ bmx ™ 


وتحسب هذه الغاية الأخيرة من حساب 
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5x? - 8x7 + 6-1 


-8 7 ore 
mn f(x)=— = -4 ga F(x) = اذا کانت سس‎ 1 
ami (x) 2 7 2x! + 3:2 - 8x 
1 ور‎ Dich ats 
lim f(x) > 0 فان‎ f(x) = 7 car Ge اذا كانت‎ 2 
X——00 ١ 3x7 -2x° + 5 


3x4-2x34x-2 


2 -2x3 + x 
00 3xÍ 38 7 
lim 7 = lim f(x)= lim - - 2 +0 : فان‎ 
من وت و‎ ~ 2X مجع‎ x>- 2 
EE ree een 
f(x) = ےھ‎ x > i اذا كانت‎ ۰ 4 
بير تي‎ +] 
5 1 عو‎ ٠. 3 ۰. مألل‎ 
lim f(x) = lim > = lim فان > 9- = لاح‎ 
× ج‎ 2 (00 X 2 (00 


6-2 مسائل محلوله عن الغایات 

سنقدم في هذه الفقرة بعض المسائل الهامة عن الغايات ویمکن الاستفادة من هذه 
المسائل في حل تمارین آخری مشابهة بصیختها لهذه المسائل » كما نوضح ذلك في التطبیقات 
التي ندرجها بعد کل مسألة . 


مساله 2- 6 -1 


إذا كانت = f(x)‏ دالة كسرية ( أي أن P(x)‏ و Q(x)‏ 


P(c) 


كثيرتي حدود ) Ss‏ ۶0 (6) ۵ فان 5-6 lim f(x)‏ 
البر هان : 
من المبرهنة ( 2- 3 - 5) Gal‏ : 
lim P(x)‏ 


وبالاعتماد على غاية الداله كثير الحدود نجد ان : 
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lim Q(x) = Q(c) و‎ limP(x) = P(c) 


x—>¢ xc 


P(e) 


lim f(x) = منه‎ 
XC Q(c) 
: مثال‎ 
۰ pic Oe 
f(x) = 2x + -l اذا كانت‎ 
x? رو‎ +3 
2(1) + 4)1)” -1 5 
lim f(x) = نات‎ Made si = فان‎ 
x—>l (I) —2(1) +3 = 
2-6-2 مسأله‎ 
4 
0>4 عددین صحیحین وأولین نسبیا و‎ qe p حیث‎ h(x)= ٩ إذا كانت‎ 
p 
. (حيث © >0 عندما تکون و زوجي)‎ jimh(x) = 6٩ فان‎ 
XC 
> البرهان‎ 


q P 
xI- Yx? و‎ f(x)=x? فاذا وضعنا‎ xf = uP تعلم أن‎ 
: نجد آن‎ g= Yy و‎ 

gofX(x) = g(f(x)) = Yf(x) = YxP = h(x) 


lim h(u) = lim (g ° f(x) ولذلك فان‎ 


XC x-Cc 


وباستخدام المبرهنة الخاصة بغاية الدول المركبة وبعد مللحظة أن : lim f(x)= cP‏ 


(>C 


ون ا1ل = رل صز[ نجد آن : 


yoL 
mh) = lim(eefXx) = lim ety) = lim Ye? = cP! 
=c Nc yc? ye? 
: منال‎ 
فان‎ A(X)= x? إذا كانت‎ 
lim h(x) = 232 = V2? = 2 


2 
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مساله 3-6-2 


۴ ; 
lim ()؟‎ > r.c"! فان‎ Qpr گے( حيث‎ 
x—>c xX =€ 


اذا كانت 


البرهان: 
* إذا كانت 0ع فان ۲60 o‏ 1-1 ومنه 
۵ -- 2 


limf(x) = lim = 0 = rc! : (r =0) 
XC XC 


والتمرين صحیح . 
* اذا كان + عددا صحيحاً موجبا فان : 


وعنه اي +... + cx"?‏ + ار f(x)=‏ 
وبالاعتماد على غاية الدالة كثيرة الحدود نجد أن : 
+c! = rel!‏ اي + lim f(x) = ch! +c"!‏ 
7 6-66 
۲ مره 


۶ ادا كان r‏ عددا صحيحا سالباً فاننا نضع r=-n‏ فیکون Ine n‏ صحیحا موجب) 


و عندئذ نجد أن : 


. : 1 ۱ x? ب‎ 
lim f(x) = lim ———. lim| سس‎ 
XC xc CX xc 2 - 6 


* لذا کانت r‏ عددا کسریا ما + 0 فانه یکتب على الشکل r=plq‏ حيث p‏ و q‏ 
عددان صحیحان أوليان نسبيا و 0 ۰ ومنه 


xP/4 9 (x'/4yP —(c9)P 


2 - 6 2 -- ۵ 
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فاذا و شعن 1/۹ y=x‏ و b= c4‏ 
نجد أن =x‏ تبر و 9٩26‏ 


وعندما یقترب x‏ إلى © فان y‏ يقترب إلى bb‏ ونجد أن : 


ET پر‎ es o 
yi - ۹ ۷-0 ۷٩ - 9 y-b كبن‎ - ٩ 
۷-0 
ومنه:‎ 
n - ۲ 
mf(x) = lim : et 
-C yb y-b yo u 84 
9-6 
= p.bP7! 
g.bt! 
P: 
=P 9۳۳۹ = r 1/۹(۲۹م)‎ 2۲6٩ ۲ 
0 
: مثال‎ 
3/2 _ 33/2 
‘(jj eS. aki 
x-2 
3 1 
i f) = 3.22 1 3.22 22 + فين‎ 
2 2 2 2 
: مثال‎ 
x+3 3 
lim f(x) فارجد‎ f(x) -( إذا كانت‎ 
X—>-+00 2 - 1 
الحل:‎ 
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حيث y= a‏ یقترب إلى to‏ عندما یقترب x‏ إلى 0+ . ومنه 
y i ۱ 4‏ 1 
lim f(x) = lim 6 5 lim f ab: 3‏ 
X—>-+00 y—>+00 y y—+0 y‏ 
(حسب 8-3-2( 
ef‏ = 14 2 = 
5 2,&_ 3. 
إذا La ET‏ > سید = f(x)‏ فاوجد lim f(x)‏ 
x1 2x“ —4x + 2‏ 
الحل: 


عندما × یقترب إلى 1 نجد أن البسط ينتهي إلى الصفر والمقام ينتهي إلى الصفر 


اي أن 2-(2 وز فهي حالة غير محددة . ولکن نلاحظ ان كل من البسط والمقام يحلل 
x—->l‏ 


إلى حاصل ضرب عاملین احدهما 1-× أي أن : 


(x-1)(x? —4x43) _ x2 3 
Xx-D(x+) ۰. 26-1 


وعندما × يقترب إلى 1 نجد أيضا أن البسط ينتهي إلى الصفر والمقام ينتوسي إلى 


f(x) = 


الصفر » أي Lil‏ نحصل من جديد على حالة غير محددة © ونحلل البسط الى حاصل ضرب 


عاملين أحدهما ‏ ۰۰1 فنجد أن : 
ده (3- 0( _ 


f 

0) = TKD 2 
۱ ۲ -3 1-3 ۱ 
lim f(x) = lim= = — = -1: ومنه نجد أن‎ 
ار‎ x—>] 2 2 
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Continuous of Functions استمراریه الدوال‎ 7-2 


تعریف 1-7-2 : 
لذا كانت ۶ دالة معرفة على فترة åa jia‏ تحتوي النقطة c‏ فاننا نقول ان الد( 
1 مستمرة عند © اذا تحقق الشرطان : 


. موجوده‎ lim f(x) 1 
2 6ج‎ 


lim f(x)=f(c) 2‏ . 
xc‏ 
ملاحظه 2- 7 - 2 
. نقول ان للداله f‏ مستمرة من اليمين في النقطه c‏ اذا کان lim f(x)=f(c)‏ 


xe 


ونقول ان الدالة ۴ مستمرة من اليسار في النقطة c‏ إذا كان lim f(x)=f(c)‏ 

۷-6 
وینتج عن هذا التعریف و التعریف (2- 7- 1( - والمبرهنة (2-4-2 أن الدالة ۲ تكو 
مستمرة في النقطة ع إذا وفقط إذا كانت f‏ مستمرة من اليمين ومن الیسار في النقطة 


Sis 
2x +1 ; ع‎ > 4 
f(x) = 9 S x=4 هل الدالة‎ 
—-x+13 ; x>4 
۷ مستمرة في النقطة 4 دع‎ 
: الحل‎ 


لاحظ ان مجال الدالة هو R‏ يحتوي النقطة 4 ثم إن : 
و = (13+ 3-) im f(x) = lim‏ 


+4 x—>4 

: إن‎ US 
im f(x) = lim (2x +1) = 9 - 
+47 x—>4 


. 9 موجودة وتساوي‎ limf(x) فان‎ dH, 


x 


كذلك فان ۴)4(=9 ولذلك فان (۴)4 = lim f(x)‏ 


x—>4 


لذن فالدللة 4 مستمرة عند Abad‏ 4 . 


2 - 4 


الدالة 


= (×)۴ غير مستمرة في cH2 ibil‏ لان 2 ليست من 
مجال هذه الدالة . مع إن غاية هذه الدالة في هذه النقطة موجودة حيث لدينا : 


limf() = lim AES = جع وو‎ = 4 


x 2 x ~2 x—>2‏ 2و »و 
منال 
هل الدالة  f(x)=y- (x-3) (x-5)‏ مستمرة في النقطة 3 -ج ؟ 
الحل: : 


نلاحظ أن 3 تنتمي إلى مجال f‏ الذي هو }3,5{ De=‏ ولکن لا توجد فترة 
مفتوحة تحوي 3 ومحدواة في مجال 1 « ولذلك فان هذه الدالة غير مستمرة في هذه 


النقطة. 
مثال 
Ix] |.‏ 
f(x) = = = x#0 ae‏ 
x=0‏ > 1 
غير مستمرة في النقطة c=0‏ لان : 
x A‏ 
lim f(x) = lim — = lim 1 =1‏ 
X x0‏ 0ج x—0*‏ 
-X ۱ ,‏ . ; 
بینما [- = 1- lim f(x) = lim — = lim‏ 


x07 x—0 x—0 


ولذلك فان limf(x)‏ غير موجودة 
x—>0 $‏ 


ونلاحظ أن هذه الدالة مستمرة من اليمين فقط في النقطة 0 لان : 


lim f(x) = f(0) = 1 
x—>0* 


x+] ; x<0 
f(x) = 4 3 > x=0 هل الد ال‎ 
| 1- × ; x>0 
؟‎ c=0 مستمرة في النقطة‎ 
: Jal 
ويوجد فترة مفتوحة تحوي 0 ومحتواة ف‎ f إن النقطة 0 هي من مجال‎ 
: مجال ۶ مثل )1,1-( ولدینا‎ 
lim f(x) = 1 = jim f(x) 


x—0" x07 


ولذلك فان limf(x)‏ موجودة وتساوي 1 . ولكن )£0 = Jim f(x)‏ ولدلك فان ه 


20 x—0 


- 


الد الة غير مستمرة في النقطة 0 . 


مثال 
إذا كانت Alla f(x)‏ كثير حدود فان هذه الدالة مستمرة في كل نقطة ‏ من 
8 لان مجال f‏ هو R‏ ثم ان lim f(x) = f(c)‏ 


xc 

تعریف 2- 7- 3 

٠‏ نقول عن دالة f‏ انها مستمرة على الفترة المفتوحة (a, B)‏ ( حيث 8 > ) لذا كانت 
f‏ مستمرة في کل نقطة (a, B)əc‏ . 

o‏ نقول عن دالة ‏ انها مستمرة على الفترة المغلقة [8 a,‏ اذا كانت f‏ مستمر 
على الفترة المفتوحة (8 (a,‏ وكانت مستمرة من اليمين في النقطة » ومستمرة م 
اليسار في النقطة ۵ . 

مثال 

إذا كانت ما TEN‏ فإننا نجد بسهولة أن ۶ هذه غي 
مستمرة في النقطة 0 لأنها غير مستمرة من اليسار في هذه النقطة حي 

lim f(x) =0 = f(0)‏ ولذلك فان هذه الدالة غير مستمرة في أي فترة مفتوحة تحو 


0ب 


النقطة 0 . 
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في الفترة المغلقة [0,2] نجد أن هذه الدالة مستمرة لأنها مستمرة في الفترة 
(0,2) ومستمرة من اليمين في النقطة 0 كما آنها مستمرة من الیسار في النقطة 2 . 
/ 
مبرهنة 2- 8- 1 
إذا كانت ۲ و ع دالتين مستمرتين في نقطة c‏ فان : 
٠ [‏ الدالة مم + Af‏ مستمرة في c‏ مهماكان العددان الحقیقیان 2 cps‏ 
2 . الدالة f.g‏ مستمرة في © . 
3 . الدالة ‏ مستمرة في » تحت شرط 0 (x)‏ لكل x‏ في فترة مفتوحة تحوي C‏ 
ملاحخلات 2 - 8 - 2 
أ . یمکن تعمیم 1 و 2 من المبرهنة السابقة على أي عدد منته من الدوال . 
ب . يمكن ان نستخلص من المبر هنة السابقة الحالات الخاصة التالية : 
1 لذا أخذنا 1= =۸ فاننا نجد انها إذا كانت ۶ و ع دالتین مستمرتین في 
نقطة e‏ فان lage gene‏ 1+8 تكون مستمرة في C‏ 
2 لذا أخذنا 2-1 و p=1‏ نحصل على أن حاصل طرح دالتین مستمرتین 
في نقطة ع هي دالة مستمرة في 6 . 
3 إذا أخذنا A=a‏ (ثابت ) و p=0‏ نحصل على أن حاصل ضرب دالة 


مستمرة في © بثابت عددي هي دالة مستمرة في 6 . 


مثال 
بين استمرارية الدالة «ها + »له × = (×)ط في النقطة 1 ده . 
الحل : 
إذا وضعنا ‏ ×= (»)؟ ۰ e g(x) =vx‏ ها k)‏ نجد أن 

lim f(x) = limx? =1 = f(1) مستمرة في النقطة 1 لان‎ f(x) 
x—l x21 

lim 200 = limvx = vi = (0ع‎ OY 1 ع مستمرة في النقطة‎ (x) 
x—>] x! 

lim k(x) = limInx = In] = k(1) OY 1 مستمرة في اننقطة‎ k (x) 
[ج+×‎ X—>l 
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ولذلك فانه ينتج عن (2) من المبرهنة السابقة أن »له × =(×) ع F(x).‏ مستمرة فسر 
النقطة 1 كما ينتج عن (1) من المبرهنة السابقة أن : 
f(x)g(x) + k(x) = x? Vx + Inx‏ مستمرة في النقطة 1 F(x) Ge‏ مستمر 
في النقطة 1[ . 
مبرهنة 2- 8 - 3 

إذا كانت ۶ Aa‏ مستمرة في النقطة c‏ وکانت ع دالة مستمرة في النقطة f(c)‏ 
فان الدالة goh‏ تكون مستمرة في اللنقطة ». 


c f g (Jc) 
i eae 
مثال‎ 
. 22 في النقطة‎ h(x) = In(x?+2x+3) وضح استمر ارية للدالة‎ 
: الحل‎ 


إذا وضعنا 3+ 2 + ×=(»)۴ نجد أن الدالة + مستمرة في النقطة 2 لانم 
داله كثيرة حدود 
ولذا فرضنا g(y)=Iny‏ نجد ان الدالة ع مستمرة في النقطة 211 (2)] OY‏ : 


im 8(y) = lim Iny = ۱:۱1 =g(11) 
1 


> ۷-1 ١ 
: مستمرة في النقطة 2 ولکن‎ (x)(goh) ولذلك فانه ينتج عن المبرهنة السابقة أن‎ 
of (x) = g(f(x)) = In(F(x)) = In(x? + 2+ 3) = h(x) 
. 2 مستمرء في النقطة‎ h(x) cà 


مبرهنه 2- 8- 4 
إذا كانت ۶ دالة مستمرة على فترة مغلقة ومحدودة [8 ,»] فان f‏ ستكوز 
محدودة على هذه الفترة . وسيوجد b,a‏ من [a,B]‏ بحيث يكون : 
f(a) = min { f(x) : x e[a, 8[(‏ 
f(b) = max ) f(x) ; x efla ,8[(‏ 
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مبرهنة القيمة الوسطی 2- 8 - 5 


إذا كانت ۶ دالة مستمرة على فترة مغلقة ومحدودة [8 , »] فان f‏ ستساخذ - 
مرة واحدة على الاقل - کل قيمة مطصورة بين F(A)‏ و fB)‏ اي أنه إذا كانت م 


نقطة تحقق (۲)6 > f(a) <p‏ [أو sfa)‏ م > (۲)0 ] 
فانه یوجد © في الفترة [a,B)‏ بحيث یکون و ۶ (0). 


ملاحظات 2 - 8 - 6 
أه ينتج عن المبرهنة السابقة أنه إذا كانت ۴ دالة مستمرة على فقرة غير خالية 
وكانت f‏ یبلغ في هذه الفترة قيمة عظمی M‏ وقيمة صغرى M‏ أي أنه يوجد a‏ 


1 ستاخذ في الفترة‎ f فان‎ ۴)6( =M و‎ foam من 1 بحيث یکون‎ Bs 


I 


- مرة و احدة على الاقل- کل قيمة محصورة بين m‏ و M‏ كما یوضح الشکل التالي 


الشکل )11( 
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ب . ينتج عن المبر هنة لسابقة لیضا أنه لذا كانت ۶ دالة مستمرة على فترة غير خالية 


[ وکان a‏ و 6 من I‏ بحيث أن  +)0(.4)8(>0‏ فانه یوجد ‏ من R‏ 
یقع بين Bsa‏ بحیث یکون 0-(0) أي أنه يوجد للمعادلة f(x)=0‏ جذر 
ail,‏ بين Cavell‏ » و م لان : 

۸0( ۰( )۲ يعني أن أحد العددين f(a)‏ و زنل سابا والأخر Sia‏ 
ولذلك فان العدد p=0‏ يقع بين Ff)‏ و (۴)8 ولنفرض أن 


(8)؟ > 0 > f(a)‏ 
ویحسب المبرهنه فانه يوجد 


ع من [ap]‏ بحيث یکون 20 (1)0 . 


Skis 
.2 أثبت ان للمعادلة 2=0- »× جذرا محصور بين 1و‎ 
الحل:‎ 
نلاحظ أن الدالة  2 ×= (×) ۴ مستمرة على الفترة ]1,2[ لأنها دالة کیره‎ 
. حدود‎ 
ولدینا‎ 


0< 6-= )6( (1-) > )2(£ . (۴)1 ولذنك فان للمعادلة 6-0 f‏ أي ۱-2-0 
جذر یقم بين 1 و 2 بحسب المالحظه ب السابقة . 


نمارین 


» في للتمارین 1 إلى 10 ۰ اعتمد على تعاریف الغایات لتبرهن على أن : 


, 3x+2 ; 
lim = 4 ۰2 lim 3x ~2 = 
x—>2 x—>] 
x? - 
lim -- =| œ3 lim =2 04 
X—> - 0 x =] × 1ب‎ x - [1 
2 
2 1 2 
lim —— =- œ .5 lim نس‎ < 0 6 
هي‎ X +] x= X— 
lim 5 7 
x—»3 (x — 3) 


2x-2 ; x<0 
۰ = — e = : . 4 لد کات“ بم‎ (J 
lim f(x) =-2 و‎ lim f(x)=2: فان‎ f(x) f io. aa إذا كانت‎ 8 


x—0*‏ 0ج 
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° lim f(x) =] 3 lim f(x) = 0 ادا كانت ارم فان‎ .9 


«0 x—>3* x— 


lim f(x) 20 فان‎ f(x)=V5—x اذا كانت‎ . 0 


٣‏ جر 


٠ه‏ في التمارین 11 إلى 29 ۰ اوجد إن امکن الغایات المطلوبة. 


lim (x —2+[x-2]) 2 lim — -ll 
«2 ۰-0 x” +3 
im ld lim(-x+2+]x-2|) 3 
x01 | x->2 
55 2 
ig 7 2-16 45 
x3 ×7 ¬ 3× x4 (x + 4)” 
0 
x2 - 2 A x? 4 
lim ———_°18 lim pS ۰17 
x—>2 XZ ۲-2 ۶ + ۵ x+2 
lim pa 0 lim lin(x? + 2x? -1). . 9 
x—>0 [x|+1 x->!] 
lim = 22 lim ۷1-2 ۰ ۰2[ 
x33t XT? وب‎ 
a: 5 
lim للك‎ .4 lime”! . و2‎ 
x=>+o 2۳ +5 x—>] 
3/2 3 
x2 -242 x? -X 
— 26 li . 5 
im 3 111 
x 5/2 -2 مج‎ 3X — X3 
+ |x + 4۱ 
lm x . 8 lim ۰7 
ی‎ 1+x zát x+4 
۲ ۶ + 4 9 
lim (=) ۰20 
مدوب‎ X +1 


0 في التمارین 30 إلى 39 ۰ ادرس استمرارية كل من الدوال المذكورة في النقطة c‏ 
المبينة إلى جانب کل منها . ( وكذلك الاستمرارية من أحد الجواتب ) . 


sx <0 


c=0 $ f(x) = +30 


0 <» ؛ 


x | مس‎ x 
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2 
c=] ‘ foo= | * oe. ner ۰31 
x 


+1 ; XSO0 
م * - ادا‎ 

c=0 و‎ f(x)=? x aes . 32 
-2 ; x=0 
2 

c=] os لچ‎ TAR 5 
Inx ; «#۶ < 1 


1 : ۲ 25 
x2 +2x-1 
c=0 : f(x)=e e 35 
3 2 1 
pet 5 roj- کے‎ 1 .6 
۰ +1 
c=2 +4 f(x)= In (x + 2x -1) 37 
c=] t f(x)= x? Vx? ×“ ۰38 


c=2 ۱ f(x)= vx -2 39 


e‏ في التمارین 0 للی 49 « عين مجموعة النقط التي تكون فیها الدالة المذكور 
غير مستمر ه . 
x +1 . 40‏ 


x? -1 


x-2 iis 


x(x + 1Xx 2 -4( 


f(x)= 2 -1 42 


Cus f(x)= x-x] ۰۹3 


f(x)= 


× هو أكبر عدد صحیح اصغر من × . 
44 (1 +6 *(1-) ل f(x)=‏ 
2 
Vx>0 45‏ ]+ =0 
x +] Vx > 0‏ 
1 


1-© 


f(x)= 


7! 


x2 


e 47 


f(x) = 
2+ ×2 


f(x)=In(x+1) 8 


5 


f(x) = ° 49 


x -l 
۲ ه في التمارین 50 إلى 54 ۰ بين فيما إذا كانت الدالة المعطاة مستمرة على الفترة‎ 
. المذكورة إلى جانبه‎ 


I = (oo, 00) t f(x)= = ° 50 
1 + x2 
1= ]-1:1[ ؛‎ ۴)(= yx? × 251 
] 
r I = (0,1) ¢ f(x)= سس‎ ۰32 
يي‎ 
I =(-1,1) t f(x)= ln(x +1) ۰53 
1 
I =[-1,0) : f(x)= eX ۰4 


« في التمارین 55 إلى 59 »برهن على أن للمعادلة المعطاة جذرا واحدا 
على الاقل في الفترة المذكورة إلى جانب کل معادلة . 


]-2,5 [ ¢ x? + 2 = | e 55 
2 

[-1,1] ¢ x4-x +1 =0 . 56 

[0,1] ۱ xî +x يرب‎ 2 -1 20 6 57 

]-1, 1[ t e*-1=0 ° 58 

eat £ x? یه‎ =2 ۰ 59 
4 2x 
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الفصل الثالث 
المشنفات 


Cai 
المشتقة الأولى‎ 1 - 3 
1 - 1 - 3 تعریف‎ 
ere lim") وكانت‎ f نقطة من مجال الدالة‎ a إذا كانت‎ 


رمحدودة فاننا نسمي هذه الغاية مشتقة الدالة ۴ في النقطة a‏ ونرمز لها بالرمز f'(a)‏ 
ونکتب : 


1" )8( lim (1) 


xa X- 


ونقول في هذه الحالة ۰ إن الدالة ۶ قابلة للاشتقاق في النقطة د . 


منال 
اذا كانت sage FOQ= Vx‏ (۲۰62 
الحل : 
اک مینز O O‏ ورزر( 
x32 x-2 x~>2 x-2‏ 
vx -/2 ۱ 1 1‏ 
تب = علد واد سح سس =lim‏ 
x2 (vx - 2)) x + V2) 2 yx +2 2/2‏ 
ملاحظات 2-1-3 


Jim POO)‏ غير موجودة » أو غير محدودة؛ فإننا نقول إن الدالة 


Xx~-a‏ وج ر 


أ. إذا كانت الغاية 


۶ غير قابلة للاشتقاق في النقطة AG a‏ ×=(»)؟- مثلا - هي دالة معرفة 
ومستمرة في النقطة 0 < 2 لان : 


lim f(x) =lim x% =0 = 1)0( 
هب‎ 


1-8 x 
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ولکن هذه الدالة غير قابلة للاشتقاق في هذه النقطة OY‏ : 


ای ۵-0 ی f(-f(a)‏ . 
lim ———— = lim =]im —‏ 
X-a x»0 ۶-0 ۲-0 4‏ 2ب xX‏ 
فهذه الغاية غير محدودة . 
ب ۰ تستعمل - احیانا - صيغ للاشتقاق غير الصيغة ( 1 ) الواردة في التعريف السابق ؛ فإذا 


وضعنا 2-2 = ط نجد أن x=ath‏ وعندما هج × فان hod‏ وبالتعويض فضي 
الصيغة )1( تحصل على الصيغة > 


f'(a) = lim 


{(a+h) - f(a) (2) 
۱۱-0 5 


وهناك صيغ أخرى سنذكرها لاحقا . 


مثال 
استخدم الصيغة ( 2 ) لايجاد مشتقة الدالة f(x)=x?-1‏ في النقطة 1 2 
الحل : 
Lot = FO‏ ون = )£0 
h-»0 h‏ 


]2-1 مدل (ae?‏ 
وو = 


h->0 h 
. 1+2h +h? -1-0 
= lim دس‎ 
0ب‎ h 
2h+h* © 2+h 
= lim = lim —— = 
h-0 h ho l 


المعنی الهندسي للمشتقة والمماس لمنحنی الدالة 1-3- 3 
إذا كان C‏ منحتی للدالة ۴ وکانت ((2)؟ بع) و (x, f(x)‏ نقطتین من C‏ وکان با 
المستقیم المار من هاتین النقطتين فاننا نلاحظ من الشکل الهندسي التالي أن با هو 


مستقيم قاطع للمنحي 6 L Oly‏ يصنع مع المحور OX‏ زاوية 6 وان tang = 1%) -f@)‏ 


2 -2 
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الشکل )1( 


اي أن النسبة OTE)‏ تمثل ميل المستقيم با المار من النقطتین ((۵)؟ ,8) و )£69 ,65 
والقاطع للمنحنى © . 
وعندما تقترب x‏ الى a‏ فان المستقيم L‏ یوول الى المستقيم T‏ الذي يمثل المساس 


للمنحنی © في النقطة (a, F(a)‏ ۰ كما ان النسبة “TO‏ نقترب إلى tana‏ الذي 


هو ميل المماس 7 . ومعنى هذا أن : 
f(a)‏ = ميل مماس المنحنى C‏ في النقطة ((2)] (a,‏ . ولما كنا نعلم كيف نوج د معادلة 
مستقيم علم ميله و نقطة منه ( انظر 5-1 ) فإننا نستطيع أن نوجد معادلة المماس للمنحنى 
© في النقطة (a, f(a))‏ . 
Jus‏ 
آوجد معادلة المماس لمنحنی الدالة 1+ ×3- ×2 = (×)۴ في النقطة )1,0( 
الحل : l‏ 


إذا رمزنا ب m‏ لمیل المماس المطلوب فانه ينتج عما نقدم اعلاه أن : 


- 2x? - 3 + 1(-0 
m=f"(1) = Hin OO = in § x" —~3x+1)—(0) 
x—>l xX- x) x-] 


2 سم‎ 
See es لا‎ (2x? +2x -1( =3 
x=]  -1 2-1 


75 


mx +‏ = ۲ 
نحصل علی » + 3 < ۷ 
وبما أن هذا المستفیم يمر من نقطة التماس )0 1( فان هده النقطة (gas‏ تحقة هذه المعادلة 


ولذلك فإن © + 3x‏ ع 0 


ومنه نجد أن c=-3‏ وبالتالي فإن معادلة المماس المطلوب هي 3-3 < بر . 


ملاحظة 3 - 1 - 4 
ادا كانتت 1 دالة مستمرة في النقطة 2 وکانت 


وت 180 OO‏ 
xa 12-0‏ 
- أن المماس لمنحنى ۶ في النقطة (a, f(a))‏ هو مستقيم عمودي على 


المحور ox‏ ولذلك فان معادلته هي : 2-2 . 


فإن هذا يعني هندسيا 


مثال 
لذا كانت f(x) = x‏ فان ۴ مستمرة في النقطة 0 لان : 
limf(x) = lim Vx = 0 = f(0)‏ 
f(x) -00 37-0 1‏ 
ولکن ia OO ig ee eee‏ 
x0 x-0 x30 x3‏ 0- 2 0«- : 


ولذلك فان للمماس لمنحنی هذه الداله في النقطة ))0( ۶ ,0 ) عمودي على المصور ox‏ 
ومعادلته هي 0 > جع . 


ویوضح الشکل للتالي منحنی هذه الداله ومماسه في النقطة 0 الذي هو المحور Oy‏ نفسه. 
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الشکل (2) 


الناظم لمنحنی, دانه 3 - ۰1 5 
إذا كان © منحنی الدالة f‏ فان المستقیم العمودي لمماس © في النقطة 


N في هذه النقطة ويرمز له بالرمز‎ C يسمى بناظم المنحنى‎ (a, ۴ (a)) 
my له ب‎ Saye ومن دراسة موضوع المستقيم في ( 5-1 ) نجد أن ميل هذا الناظم الذي‎ 
. )8,5)8(( هو ميل مماس © في النقطة‎ m يعطى بالعلاقة ل -= رص حيث‎ 

m 
ونعرف نقطة منه وهي‎ mi Abe نعرف‎ WY ولذلك فإننا نستطیم ایجاد معادلة هذا الناظم نخلرا‎ 


° (a, f (a)) 


آوجد معادلة الناظم لمنحنی الدالة 1+ f(x) =x?‏ في النقطة )2,5( . 


77 


> had 
: إن ميل المماس لمنحنی الدالة في النقطة )2,5( هو‎ 


۲6( - £ _ (x? +1)-(5) 


m= f'(2) = ]j 
(2) lim x-2 2و زر‎ x-2 
را تا‎ (x -2)(x +2) 
= lim = lim ب‎ 
x—>2 x-2 «2 x-2 
= lim x+2 =4 
۱-2 
m 
y=mix 6 بالتعويض في المعانلة‎ 
نحصل علی المعادلة ۷ - در‎ 


: أن هذا الناظم يمر من النقطة )2,5( فان‎ Lay 


ی وی ره 
4 
ومنه فان C=‏ « وبالتالي فان معادلة الناظم المطلوب هي : 
1 
ti‏ 7 ی 0= 22 - + 4۷ 


2-3 المشتقة من اليمين ومن الیسار 


قد لا نستطیم حساب الغاية )"= lim‏ اوا فرع حساك ا 


x—a x 
لغاية من اليمين أو من الیسار أو من اليمين و الیسار ( كما ورد في بحث النهایات ) فمثلا لو‎ 
: كان عندنا الدالة‎ 
ee x? ; x > 0 
x : x <0 
: في النقطة 0 فإننا لا نستطيع ایجاد المشتقة مباشرة لان‎ U وأردنا حساب مشتقة هذه‎ 


f(x)-f(0) |x 0 
 -0 1 Wx>0 
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; f(x)-f(0 500 
۰-0 X- -<0 

im OO = حاون‎ 5 
x-+0  -0 a 


في a‏ هذه الحالة » نتحدث عن المشتقة من اليمين و المشتقة من الیسار للدللة ۶ في النقطة 
a‏ ۰ التي نعرفها كما يلي : 
تعريف 3 - 2 - 1 


ادا كانت a‏ نقطة من مجال الدالة ‏ وکانت 2 ee‏ 


lim‏ موجوده 
xa‏ 
ومحدودة e‏ فاننا نسمي هذه الغاية بمشتقة الدالة f‏ من اليمين قي النقطة ‏ ونرمز لها بالرمز 
f '(a*)‏ 
وادا كانت (162- (10 lim‏ موجودة ومحدودة ‏ فاننا نسمي هذه الغایه بمشتقه الدالة f‏ 


X—a‏ ون 


من الیسار في النقطة a‏ ونرمز لها بالرمز F(a)‏ » أي أن : 


شاک jim‏ = رمم 
f(x) -1‏ 9 
لق ل lim‏ =( 
مثال 
أوجد المشتقة من اليمين والمشتقة من اليسار للدالة ۲ <(۶6 في النقطة 0 . 
الحل: 
lim =‏ = 
f(x)-f(0) _ vere f(x) - f(0)‏ | = )£0 
x>0* x-0 x>0 x-0‏ 


. x-0 ۱ 
= lim —— = Jim! =1 
x30 *- 0 x0 


f(x) —£(0) E f(x) - f(0) 


1*0 ( 
7ج‎ - 0 x<0  - 0 
— x ~ 
= lim = jim ~1 = ~1 
x30 × -0 x—0 


f(0*) = f(0) ونلاحظ أن‎ 
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ملاحظات 3- 2 - 2 


أ . إذا كانت الدالة ۶ قابلة للاشتقاق من اليمين ( الیسار ) في النقطة a‏ فانها تکون مستمرة 
من اليمين (الیسار) في ه ولکن العکس لیس من الضروري أن یکون صحیحا 
البر هان > 


)> 7 حاله إلى اليمين ) 
ان المطلوب هو أن CALS‏ على أن lim f(x) = f(a)‏ أي lim‏ 0 


1-8 


[f (xX) - 1 2)] > 


وبما أن ۴ قابلة للاشتقاق من البمبن في 2 فار 


Un a 
۲ e f =f ۰ +٠ 
عدد محدود ومنه‎ lim E) fa) 


x—a’ 


lim [f9 -f(a]= im ی‎ (x = 


2 " 


f(x) — f(z 
وات‎ eee 


xa ۸ ~a x—a" 


=f'(a").0 - 0‏ 
مثال عن العكس : الدالة F(x) =VX‏ مستمرة من اليمين في النقطة 0 لأن : 


lim f(x)= ode =0=f(0) 


x-»0* x>0 
: ولکن هذه الدالة غير قابلة للاشتقاق من اليمين في النقطة 0 لان‎ 
f(x)-f(0) lim ولد‎ 0 . 1 
lim = x +0 = lim = =© 
x0" x-0 x00 ۱۶-0 x70 VX 


إذن فغاية النسبة COT‏ عندما Xx‏ تقترب إلى الصفر من اليمين غير محدودة ولذلك 
2 


فان هذه الدالة غير قابلة للاشتقاق من اليمين في النقطة 0 . 

ب e‏ ينتج عن دراسة النهایات )2-4-2( أن الدالة ۴ تكون قابلة للاشتقاق في النقطة a‏ لذا 
وفقط اذا كانت f‏ مستمرة وقابلة للاشتقاق 
f'(a = f(a’)‏ 

وفي حالة کون ۶ قابله للاشتقاق في a‏ یکون : 


من اليمين ومن الیسار في ' a‏ وكانت 


f’ (a) = f' (a )= ۲ (a) 
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أمثلة 


rode] aks الدالة‎ .1 
X : ۲ < 0 

قابلة للاشتقاق من اليمين في النقطة 0 آولدینا ۱ = (0) ۴٠‏ وهي قابلة للاشتقاق من الیسار 

في هذه النقطة ولدینا 0= )01( 1 ولکنها غير قابلة للاشتقأق :في انقطة 0 OY‏ 

l £'0°)4f'(0) 

2 الدالة ×= ALE PG)‏ للاشتقاق من اليمين في النقطة 0 لان : 


5 lim ۳ 
دمم‎ = fim OO LM Fx) =F) 


x->0° X- x>0 x -0 
5 لہ‎ -0 5 Jx 

= lim = lim VX =0 
x90 ۶-۱0 x0 


ولكن هذه الدالة غير قابلة للاشتقاق من اليسار في النقطة 0 لانها غير معرفة على يسار 
ial‏ أي أن F(x)‏ غير موجود عندما تكون 0 > × . وبالتالي ۶ غير قابلة للاشتقاق في 


. 0 النقطة‎ 
2; 
fio” mee الدالة‎ 23 
3 
x : 0 


قابلة للاشتقاق من اليمين ومن الیسار في النقطة 0 ومستمرة فیها ولدینا 0 = (0) "۲ =( 0) ۶ 
ولذلك فان هذه الدالة قابلة للاشتقاق في النقطة 0 ولدینا 0 = (0) ۴۲ لاحظ آن: 


+ lim f -f 0 x” -0 
£" (0 ea 5 = lim x =0 
x>0 ۷ - 0 x90 X- بر‎ «0 


lim f(x) -۵ x? -0 
FOS os fim کت‎ = im x? = 0 
x<0 x-0 x—0 x—0 0ج ر‎ 
t 1 
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3-3 یعض قوانين الاشتقاق 
مبرهنة 1-3-3 
إذا كانت ۴ و ع دالتين قابلتین نلاشتقاق في النقطة a‏ وکان A‏ و م عدین 
ثابتين فانه : 
I‏ الدالة ع بر +2۶ قابلة للاشتقاق في a‏ ولدينا : 
(a) 2۶2۰ F(a) +p. g(a)‏ (ع بر (Aft‏ 
11. الدللة fg‏ قابلة للاشتقاق في a‏ ولدينا 
(f 8( " (a) > 1 ' (a) . g (a) + f (a) . g' (a)‏ 
M‏ إذا كان 0 (م) ع فإن الدالة 2 قابلة لاشتقاق في a‏ ولدینا : 


6 a) = £@)8(@)-F(aye'(@) 
8 BO 
: البرهان‎ 
۰ | 


) f+ p8)’ (a) = lim Af+pE)(x)—(Af +k 8)(a) 


x-a‏ وج بر 


5 fa 600-1080 | y ع‎ . 
22-2 x-a 


2 -< 0 


wt (a) ر‎ ree g(x)-g(a) 


=À lim 
xa X-a 


2-3 


= A. F(a) +p. g(a) 
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)1.8( )۵( lirn (f.e) @)- (f.8) @) (x)= (fg) @) 


x-a 
= |i f(x).2(x)—f(a).g(a) 
1 ih x-a 2 
= Nien LEC) =f(2).8(<)+ f(a).g(x)—f(a).g(a) 


۷-8 x-a 


[ f(x)-f(a) g(x) +f لتك‎ na ۱ 
x-a 


= lim OO times + C6). lim BOE 


, Xea x- 


f'(a).g(a)+f(a).g'(a) ۳ 


e Ii! 
° 
6 @)=li - 
Xa x~-a 
f(x) f(a) 
-lim £ 20 
x»a (x-a) 
“im f(x)g(a)—-f(a) g(x) 
xa (X-a) g(x).g(a) 
-Jim 1020) -f(a)g(a)+f(a)g(a)-f(a)g(x) 
x-a (x-a) g(x).g(a) 
-ljm OE. 1 8000-800 __ f(a) ۱ 
xal x-a g(x) x-a g(x). g(a) 
ا‎ aes 1 ها ی ینز‎ 5: f(a) 
وب‎ X-a xa g(X) xa X-a xa B(x).g(a) 
f(a) 
FO ور هه‎ 
-f (a).g(a)-f(a).g'(a) | 
[e(x) J 
2-3-3 ملاحظات‎ 


نذکر منها القو اعد التالیة : 
٠‏ إذا أخذنا 1= 2= در فاننا تنجد أن (a)‏ " ع + ) (f+ g) (a) = f'‏ 


ه إذا أخذنا 1 =2 و 1- بر فإننا نجد أن (a)‏ " ع - (f- gy (a) = f’ (a)‏ 
ه إذا A=c Lasl‏ و 0- س فاننا نجد أن (cf) (a) = c.f’ (a)‏ 

ب ٠‏ يمكن تعميم القاعدتين 1 و 1 من المبرهنة السابقة - بطريقة الاستقراء الرداضی ~ 
gt‏ أي عدد منته من الدوال : بالشكل التالي 

is‏ كانت fi, 5. ... , fr}‏ ) مجموعة دوال قابلة للاشتفاق في النقطه a‏ وکانت 


( 2,295.40{ مجموعة آعداد ثابتة فان : 


Ài 3 (=> 2 f (a) ...)1 ( 
ti | (a) => eo ft ...) 1] ) 
i= i= F 
jel 
: فان القاعدة الأخيرة تاخذ الصيغة التالية‎ ۶, - 5 =... Sf وبصورة خاصة : إذا كان‎ 
(F*) (a)=n [f*7 | (a). f(a) ... (IF) 


أمثلة 
ol‏ لذا کان h(x)=3x + 5 Vx‏ فأوجد ‏ م "ظ . 


الحل : 
نضع ‏ × <(۲0 و g(x) = Vx‏ و A=3‏ و 25 بر ونطبق القاعده: 
الأولی من المبرهنة السابقة حيث نجد بسهولة أن f'Q)=4‏ و = (2) " ع 
ولذلك فان : 5+ 2472 _ 1 
2 2/2 
2 إذا كان »له . × = (xX)‏ فاوجد )2( 


h'(2) = 34 + 5x 


: dad 
ونطبق القاعدة الثانية من المبر هنة السابقة‎ g(x) = VK نضع × =(×)۴ و‎ 
: حیث نجد بسهولة أن 12-(2) ۶ و - -(2) ع ولذلك فان‎ 


2/2 
n!(2)=£' (2). (2)ع‎ + £(2).g'(2)=12 2+8. 5 - 16 2 
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x7 + 1 


x? + 


3 . إذا كانت h (x)=‏ فاوجد (1) "۰ . 


الحل : 
نضع ]+ f(x)=xX?‏ و 2+ ×=(×) ع ونطبق القاعدة الثالثة من المبرهنة 
۱ 
لسابقة حیث أن ۴')1(=2 و 1(=3) یه ولذلك فان 


Lo‏ | مس e i i‏ ڪڪ 


4-3 الاشتقاق على فترة 


تعریف 1-4-3 

ه نقول عن دالة ۶ انها قابلة للاشتقاق على فترة مفتوحة (o, p)‏ إذا كانت f‏ قابلة 
للاشتقاق في كل نقطة x‏ من B)‏ ,»). 

» نقول عن ۴ انها قابلة للاشتقاق على فترة مغلقة fa, B]‏ إذا كانت ۴ ALIS‏ للاشتقاق على 
الفترة المفتوحة (a, B)‏ وكانت قابلة للاشتقاق من اليمين على » ومن اليسار في ۵ . 

o‏ إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (aB)‏ ولذا قابلنا كل x‏ من 
(a, B)‏ بالعدد f(x)‏ فاننا نحصل على دالة ۶۰ نسميه الدالة المشتقة للدالة f‏ على 
الفترة (a, B)‏ ونرمز لها : 

f’:(a,B)—>R 
x —f'(x) 
النقاط من مجال ۶ التي تکون فیها  قابلة‎ US وان مجال الدالة ۶۰ هو مجموعة‎ 
. ۶ أي أن مجال الدالة ۴د مجال الدالة‎  قاقتشالل‎ 


ملاحظات 3 - 4 - 2 
أ. نحصل على الدالة المشتقة f’ (x)‏ باحدی الطرق التالیة: 
1 نوجد f'(a)‏ لنقطة اختيارية a‏ من مجال f‏ ثم نبدل في النتيجة کل a‏ ب ×. 


2 نوجد f’ (x)‏ من الصیغه T‏ روز نم م 


h-»0 
۴= WE من الصيغة‎ f'(x) نوجد‎ 3 
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ال اند المشتفة الصیعه ۱ = 8/2 وتستخدم أحيانا رموز لیبنز Leibniz‏ فى في دراس 


1 ۰ 
= و‎ f° (xX) بدلا من‎ oto فنکتب‎ ۱ 
dı dx 


الاشتقاق حيت تستبدل الاشارة (' ) بالرمز dx‏ 
x‏ 
ت نے مل \ 
ا 


: للا واه ق في كل نقاط مجالها ودالة المشتقة هي‎ AEE T 3 ER 


fN) 2 NI 


4 . _ ۱۱۶+ (۸ + (۶ و‎ 
slim SP) نر‎ E 


h [۱ )و‎ 5 
ç*+2xh+h* x? aO 55 
= |in سسسسسسسست‎ = lim 2 +h =2x 
|۱6 h h->0 


f يساوي مجال‎ Gira! مجان ۲ فى هدا‎ se 


ونناحض ان 
2 الدالة fixe x;‏ قابلة للاشتقاق في كل نقاط مجاله عدا النقطة 0 فهي غير قابلة 


لاشتقای فيها ۰ ويمكن أن نری أن الدالة المشتقة لهذه الدالة هي : 
0 > ع : [al‏ 
x <0‏ > | 
جال ۴ = ۸ بینما مجال “+ <(21)0 


vX‏ = ۱ هو )0.20( وان هذه الدالة قابلة للاشتقاق في کل نقضد 


z | 
١ 
| 
a 
l2. 
— 
7 
© 
-A 


f'(a)= lim =~ ۲-۷8 x va 


= lim 


Nil x-a ‘> (Vx — ~,fa)(Vx + Ja) 
“lin ar 


ولکن هذه الدالة غير قیلد لدشتقاق في النقطة 0 التى هي من مجالها 6 ولذلك فان الدالة 


المشتقة لهذد الدالة هو : =( وان مجال ۲۳ هو (م ,0) . 


2X 


86 


اندوال المشتقه ابعض الدوال الهامة 3 - 4 - 3 

قلنا انه عند ایجاد الدالة المشتقة لدالة f‏ نوجد f'(a)‏ لنقطة اختيارية a‏ من مجال 
۽ ثم نبدل a‏ بالمتغير x‏ واذلك فان قواعد الاشتقاق الواردة في )1-3-3( تبقی صسحيحة 
عند shad!‏ ()۰] وبالاستفادة من هذه القواعد یمکن ایجاد الدوال المشتقة التالیه: 
1 إذا كانت f(x)=c‏ حیث ‏ ثابت gre‏ فان 20< 1*0 لكل × من 5 . 
2 إذاكانت f(x)=x‏ فان C(xX)=1‏ لكل × من R‏ 
3 اذا کانت nen daa f(x)=x™‏ فان f(xy=nx™‏ لكل × من ۲ . 
4. اذا كانت agx?+ ... ta,x"‏ + يارج + f(x) = ao‏ دالة كثيرة حدود فان : 

. 2 من‎ x لكل‎ f’ (x) =a, +2a.x+... +na,x™! 

5ہ اذا كانت ×= (×)۴ حيث reR‏ فان : 

2۳0-۲ لكل × یکون من أجلها f'(x)‏ معرفة . 
6 ادا كانت f(x) =sinx‏ فان f'(x) = cos x‏ 


R من‎ x لكل‎ ۶۳ (x) > - sinx فان‎ f(x) = ۰05 x وإذا كانت‎ 


3 - 5 اشتقاق الدوال المرکبه ( قاعدة السلسلة ) 
مبرهنة 1-5-3 
إذا كانت ۶ داله قابلة للاشتقاق في النقطة a‏ وکانت g‏ دالة قابلة 
للاشتقاق في النقطة f(a)‏ فان الدالغ gef‏ تكون قابلة للاشتقاق في a‏ ولدينا : 
(gf )' (a)=g' (F(a). f'(a)‏ 
البرهان : 
إذا وضعنا y=f(x)‏ و b=f(a)‏ فانه ينتج عن الفرض  ALIS‏ للاشتقاق في a‏ 
أن ۶- مستمرة في a‏ ولذلك فانه عندما تقترب × إلى a‏ فان ۷ تققرب إلى cb‏ 
ومنه : 


(2) (1.ع) -() (1.ع) 


(g.f)'(a)= lim 
دب‎ 2-2 


.  g(f(x)- g(f(a)) 
= lim 


x-a‏ وج بر 
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-lim £2O)-8Y¥@) S)-f@ 
مج‎ I )( - f(a) í x-a 

= lim 6) رطع‎ ere f(x)-f(a) 
۱-۷ y—b 00 x-a 


=g' (b). f (a) = g (fa)) . f (a). 


ملاحظة 3 - 5- 2 - 
إذا عدنا GY!‏ إلى الدالة المشتق حيث جعلنا asx‏ نقطة متغيرة » فان 
المبرهنة السابقة تعطین! القاعدة التالية الهامة في حساب المشتقات والتي تسمی عادة بقاعدة 
للسلسلة : 
(x) = g'(f(x)) "(x‏ (۰1ع) 
وإذا وضعنا y=f(x)‏ و (9)م u=‏ فإننا نجد : 
(f (x)) = (Bef ) (x)‏ ع < با 
وتأخذ قاعدة السلسلة باستخدام رموز ليبنز الصيغة التالية : 


du du dy 


dx dy ` dx 
: لقاعدة السلسلة صيغة أخرى هي‎ ٠ 
ادا كانت 4 دللة في المتغير ]> وکانت  دالة في المتغير × فان + ستتبع المتغير‎ 
> ويكون‎ × 


° یمکن توسیم القاعدة السابقة لتاخذ صيغة سلسلة على الشکل التالي : 
لإا كانت + داله في للمتغیر 1 وکانت 1 دالة في المتغیر u‏ وکانت u‏ دالة 
نتبع لمتغیر × فان : 


أمثلة 
[. لذا كانت ×2 + h(x) =x?‏ فاوجد وم 1 . 
الحل : 
تضع ×2+ ×=(»)۴=ر و للع فنجد أن : ١‏ 


(go fXx)=g(f(x))= F(x) = yx? + 2» =h(x) 


: ولذلك فان‎ 
h'(x)=(gef) (x)=g'(f(x)).f (۵ (۰۶ ۵( 
1 
8 )۷( 2 سس‎ , f'(x)=2x+2 : OSs 
2۲ 
1 1 ا‎ 
h'(x)= —=.(2x +2) = —===.(2x + 2) : ولذلك فان‎ 
2Jy ov x? +2x 
: یمکن تعمیم هذا المثال في إعطاء قاعدة عامة لاشتقاق الدوال الجذرية هي‎ o 
,_ f(x) 
=Jjf(x) > = 
y (x) y 2 JE) 
: فانه ينتج عن قاعده السلسلة أن‎ y=f(x) كانت‎ IY 2 
dy? dy? d ; 
ل دك‎ Oe oz y.y 
dx dy dx 
dy? dy? d 
= ae ay = 3y .y 
dx dy dx 


: إذن لدينا القاعدة التالية‎ o 


-æ 


Lfe = n [f(x]. f'(x) 
x 


=x? +5 -2P = 3 [x?+5x—2]? . (2x +5) 
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6-3 اشتقاق معکوس الدالة 
إن معکوس الدالة ۶ هي دالة ع تحقق : 
y=f(x)‏ ك (0 م > ۶« و F(g(x))=x‏ ومنه g(f(x))=x‏ 
مبرهنه 1-6-3 
إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة a‏ وکانت 0 ۶ f'(a)‏ 
فان الدالة المعکوس ع تكون قابلة للاشتقاق في النقطة b=f(a)‏ ویکون لدینا : 


w= 
g (b) F(a) 

: البرهان‎ 
")( - 1 g(y)-g(b) _ ; x-a 
= ah ye ab ۲-0 


١ TLE f(x)-f(a) 
x-a 


وبما أن الدالة ع مستمرةفي (ه) ۴ لانها قابلة للاشتقاق فیها » yili‏ عندما تقترب 
f(x)‏ إلى f(a)‏ » تقترب ((0) ع إلى (4)3)ع أي أن x‏ يقترب إلى ه ولذلك 
فإن : 


ae 357ص‎ 
<(0)ع‎ lim ووم‎ FE) 


Xa 
2 --2 


ملاحظات 3- 6 - 2 
أه اذا عدنا إلى الدالة المشتقة asx Cus‏ نقطة متغيرة و b=y‏ نجد أن قاعدة اشتقاق 


1 7 
4 = ~4 z عکب‎ y الدالة‎ 


. ۶ و 2-۳ هي الدالة العكسية للدالة‎ y=f(x) Gs 


به إذا لاحظنا أن y=f(x)‏ و x=gly)‏ فان القاعدة السابقة تكتب - باستخدام رموز 


dx 1 ۲ á > * ee 
sa : ليبتز + على الشکل التالي‎ 
dx 


جه لایجاد (0) (E‏ يجب ایجاد النقطة a‏ التي تحقق f(a)=b‏ وعندئذ یکون 


ی 
(f ( )0(< (a)‏ 


90 


مثال 

إذا كانت 2 - 8x? + 4x‏ + گر = f(x)‏ فاوجد )2-( (f)‏ 
نوجد النقطة a‏ التي تحقق 2- = f (a)‏ 
فنجد أن 0-خ ومن ثم نوجد ۴)0(=4 ومنه یکون 


ا 
r‏ 


7-3 اشتقاق الدوال الأسية 


0 1 
* ستقبل بدون برهان أن : ]= lim‏ 


مبرهنة 1-7-3 


ادا كانت f(xj=e™‏ فان f'(x)=e"‏ 


: البرهان‎ 
۳ e f x+h -f í 
رونم‎ lim <A EO) 
هبح‎ h 
x+h x h 
1 -e . e -l 

= lim = e* Jim 

h—0 ۱-0 h 
< *ع‎ [= e* 


نتائج وتطبیقات 3 - 7 - 2 
1ه إذا كانت عمط فان heze Of‏ 
البرهان : 
نضع y=f(x)‏ و giyse”‏ فنجد أن : 
f) (x) =g (f (x)) = e ® = h(x)‏ ۰ ع) 


ولذلك فان : f (x)‏ ۰ع ) = h' (x)‏ 
ومن قاعدة السلسلة نجد أن : f (x)‏ . (600) بع (go (۰ (x)=‏ 
وينتج عن المبرهنة السابقة أن 6۲( ع ولذلك فان 6۲ (۲00)" و 
(ge) (=e ®. fF (x) oF‏ أي ان (6 26۳.۶۰ h'(x)‏ 
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إذا كانت h(xjyee™ T‏ فان Cun hse‏ 1- + لیر ()] 
ولنلك فان (1 + 2بر) ۱+ h')»(=e*‏ . 
2 إذا كانت ua h(x)=a*‏ 05 فان h’(x)=ax.Ina‏ . 
اثیر هان : 

من دراسة الدوال الأسية نعلم أن : 


y= e" < x=lIny 


h(x)=a* 9 ا 5 ام‎ 5 efx) 
f(x) = x.Ina = Ina” 3 
: وبتطبیق للنتيجة 1 السابقة نجد أن‎ 


h(x) =e"). f(x) = e "*". Ina =a* Ina 


تطبیق > 


h'(x) = 3". In 3 فان‎ h(x) = 3* إذا كانت‎ 
۲ (x) = a ™. f(x).In a فان‎ 0 > acs 7 )×( =a لذا كانت‎ 3 


البرهان: 
تضع y=f(x)‏ و 2ع(ع فنجد أن hga)‏ ۲ و ((606 ع = (go)‏ 
ولذلك (x) cli‏ 9 ه ع) = © ۳ 
ومن قاعدة للسلسلة نجد أن (go fy (x)=g' (f(x) P(x)  :‏ 
ومن للنتيجة 2 السابقة لدینا : Ina‏ .2۳ ع (6 " ۵ 
ولذلك فان : g'( f(x) =a Ina‏ 
إفن (go 9 (x) =a™ Ina. f' (x) '  :‏ 
أي أن : hi (xy=al™ Ina. f’ (x)= al f' (x) Ina‏ 
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تطبیق : 


۲ h'(x) = 3X7 -2x (2x -2 (. فان 3 و[‎ (x) = 3x? -2x اذا كانت‎ 


8-3 اشتقاق الدرال اللوغاريتمية 
مبرهنة 1-8-3 


(= oi  م00-اصا#‎  تناکاذإ‎ 


نضع × ما= (»)؟ = ر فيكون =e?‏ × ومن قاعدة اشتقاق الدوال الأسية نجد: 


dx رہ‎ 
dy 
el ee : ن قاعدة اشتقاق الدالة العکسی نجد أن‎ 
dx dx e» x 3 وس‎ 
و‎ dy 
(= أي أن‎ 
2-8-3 نتائج‎ 
i f(x) ی 50 و‎ 
h'(x)= فان‎ h(x)=Inf(x)  تناكاذإ‎ e] 
f(x) 
: هان‎ pall 
g(y)=Iny و‎ yf) ea 
(g of) (x) > ع‎ ( f (x) ( = In f (x) =h (x) : فنجد ان‎ 
h’ (x) = (So f)’ (x) : ولذلك فان‎ 
(gafy (x)= نع‎ (£(x)) f'(x) : ومن قاعدة السلسة نجد أن‎ 


وینتج عن المبرهنة السابقة أن : 
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a 


g'(y)=— 
y 


1 
‘(f(x)) = —~ 
g'(F(x)) Fx) ۳" 
1 f'(x) i 
of = —— f’ کے‎ 
(gof) (x) 7 E 
۱ f'(x) 
h'(x) = —— 
i f(x) 
۳ 3x +2 8 3 1 ‘ 
h'(x) = فان‎ h(x) = In 6 +2 × ( إذا كان‎ 
x” + 
0 > az] Cos h(x) = 08, x إذاكان‎ 2 
O فإن ا‎ 
x Ina 
: هان‎ jall 
x=a  نوکیف‎ y=log x نضع‎ 
ده كت ومن قاعدة اشتقاق‎ ina : ومن قواعد اشتقاق الدوال الاسية نجد أن‎ 
y 
: الدللة العكسي نجد أن‎ 
R EEES, مس‎ 
dx dx لاو‎ Ina a" Ina 
dy 
h'(x) = 2 A es : اي ان‎ 
x Ina 
> تطبیق‎ 
1 1 : 
h'(x) = فار"‎ h(x) = log,,x اذا کار‎ 
(x) ET إن‎ (x) = 820 Ù 
0 > ۵ ۶ [ حیت‎ h (x) = log, . f (x) اذا كان‎ 3 
f(x) 1 ` 
h'(x) = — . — فار“‎ 
(x) f(x) Ina = 
: البر هان‎ 
g(y)=logay و‎ y=f(x) نضع‎ 
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(gof)(x)=g(f(x))=logs . f(x) = h(x) : فنجد أن‎ 


ولذلك فان : h’ (x)= (gof (x)‏ 
ومن قاعدة السلسلة نجد أن : (gof) (۶2۲ )16((۰۶ (x)‏ 


1 1 هن م‎ - 
١ n 


1 1 , 
لذلك فان : سل . سب = fx)‏ 
ان (f(x)) f(x)‘ Ina‏ ع 

(4) OSs رت‎ . f(x) : ادن‎ 
f(x) Ina ‘ 
i 1 1 i f(x) 1 ا‎ 
h(x) = سس سب‎ f = oo : ا ان‎ 
ET ma EG Ine ي ان‎ 
> تطبیق‎ ۴ 

h(x) = logs (x + إذا كانت (1 - ير‎ 

l‏ ۷ 2 + 2 د 


3 اشتقاق الدوال الضمنية 

نقد سبق أن عرقنا الدالة الضمنية بأنها دالة وضعت على شكل معادلة من النموذج 
0 ح F (x,y)‏ . 
مثل xy tx-y+2=0:‏ أو x+y s?‏ أو yesxiny=0‏ إلى آخره»ء وان 
اشتقاق هذه الدوال في نقطة a‏ معناه إيجاد y‏ في تلك النقطة a‏ › ولكننا لا نستطيع أن 
نعرف بصورة سهلة فيما إذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق في 2 ام لا ؟ وتعتبر هذه المسألة من 
المسائل الصعبة في الریاضیات وتدرس للمتخصصین ee‏ مستويات متقدمة . إنما سنعتبر 
جمیع الدوال التي سنعرضها في هذا الموضوع هي دوال قابلة للاشتقاق ؛ ونوجد " ۷ 
باشتقاق المعادلة 0 F(x,y)=‏ مطبقین جميع قواعد الاشتقاق التي مررنا عليها e‏ من جمع 


و وى مو أن x'= Š=]‏ ثم بعد ذلك نوجد ",و من المعادلة الناتجة . 
2 
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iui 
x7 - × + 2y =0 أوجد مشتقة الدالة الضمنية المحددة بالمعادلة‎ 1 


في النقطة (2- ,0) . 


: الحل‎ 
xy’ - x + 2y =0 نشتق المعادلة‎ 
: ولكن 1= × . ولذلك فان‎ x.y +2xyy -x'+2y'=0 فنجد‎ 
E 2 
y= ومنه‎ ۷ + 22 yy -l+ 20 
2xy +2 


E. : ۳ :‏ 
وفي النقطة )2- ,0( تکون aa‏ 


2 أوجد معادلة المماس للدائرة 1 < ۶ + تير في النقطة | 


الحل : 


الشكل )5( 


نشتق للمعادلة [ < 2 + 2 


0 žy Cus y'=- ومنه‎ 2x+2yy'=0 فنجد أن‎ 
y 


; مر ۷3۱ 1 ۱ ۱ ۱ 
وفي النقطة )42-( oss‏ جح وهذا هو ميل المماس المطلوب ¢ كما سبق 
أن Lin‏ في شرح انمفهوم الهندسي للمشنقة . بالتعویض في المعادلة العامة للمستقیم : 


v3 l (3+ أن‎ aad y=mxte 


2 5 2 1 
C=—= Axe‏ 3 ومعادلة المما ١‏ ب بیس + )دل 
= 3 ب المطلو هي 3 3 


È 
. ۷" فاوجد‎ q #0 أعداد صحيحة و‎ q حيث ماو‎ ۲ =x? ادا كانت‎ 3 


الحل : 
P‏ 1 
بما أن y= x’‏ فان ۷-۲ Se‏ ضمنيا هذه المعادلة مستفیدین 
من المثال في (2--1) لنجد ان »× م د ور ۲و ومنه : 
سا ۷ P‏ 
a” =P xa ۱‏ ق y'= Pxm ر٣۹ =P yet <a =P‏ 
q q q‏ 


10-3 المشتقات من مراتب Lud‏ 
تعریف 3 - 10 - 1 
إذا كانت y=f(x)‏ دالة ALU‏ للاشتقاق على فترة مفتوحة B)‏ ,0) <1 فان دالة 
المشتقة على هذه الفترة هو ۷۰۲۰6 كما رأينا . فاذا كانت هذه الدالة الجدیدة قابلة 
للاشتقاق على الفترة 1 فاننا نرمز لدالة المشتقة بالرمز (×)”۴ = y”‏ ونسمي هذه الدالة 
بالدالة المشنتقة من المرتبة الثانية للدالة y=f(x)‏ . وهكذا » فإننا نعرف =F‏ ”)ر 
ah (x)‏ الدالة المشتق للدالة (x)‏ 0517م - yP‏ أي أن : 
ار أو f" (x)= [f7‏ لكل neN‏ 
ونسمي الدالة (»)" ۴ =" بر بالدالة المشتقة من المرتبة م للدالة (×) ۴ y=‏ ونسمي الدوال 
(x) gy > *' (x)‏ "۴= ”ير و ...و () 7۳-۶۲ و ... بالدوال المشتقة المتتابعة للدالة 
y = f(x)‏ ۰ وتكتب هذه المشتقات برموز لیبنز على الشكل التالي: 
d"y d'y — dy‏ 
dx" dx? .- dx‏ 
٠‏ يجب أن نلاحظ أنه لیس من الضروري أن یکون للدالة مشتقات من مختلف المراتب 
( كما توضح ALY!‏ التالية ) » كما يجب أن تلاحظ أن () ۴ = (x)‏ £ . كذلك يجب أن 
نعلم أنه يمكن التحدث عن المشتقات المتتابعة للدوال الضمنية كما هو الحال بالنسبة للدوال 
الصريحة . 
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أمثلة 


1 أوجد مشتقة الدالة الضمتية المحددة بالمعادلة 0 = xy - × + 2y‏ 


في النقطة )2- ,0( . 


: الحل‎ 
: ولذلك فان‎ . × - 1 OS, x.y + 2xyy “x + 2 ۷ =0 فنجد‎ 
_ے,‎ 1y 2 
y= و منه‎ y + 2 yy’ -l+ 2y 0 
2xy +2 


ا 3 , 
وفي النقطة (2- ,0( تكون ۱ 


2 أوجد معادلة المماس للدائرة 1[=”ر+ × في النقطة دع 


الحل : 


الشكل ( 5) 


=-Ž ag 2+ 211-0 فنجد أن‎ 
y 


0 #y Cus y'= 
۱ : , 1 ۱ 1 +3 ی‎ . 
كما سبق‎ a وهذا هو ميل المماس المطلوب‎ y “AR یکون‎ ETS وفي النقطة‎ 


أن بينا في شرح المفهوم الهندسي للمشتقة . بالتعويض في المعادلة العامة للمستقيم : 


© + 2 ۲۵ > و نجد أن +2-)» v3 l‏ 


أمثلة 
1 ادا كانت 2 + ×3 + ×3 + كير - برا فأوجد "ار لكل م من × . 
الحل : 
=4x + 9x? +3‏ ۲ 


y' ع‎ 12 ۶ + 18 x 


۷۲ = 24 ۸ + 18 
y® =24 
y )5( =0 : 


2 إذا كانت f(x =x‏ فاوجد f(x)‏ لكل ص من 3 . 
Jal‏ : 

f = 1(7. 3.2.1 7۶ يم ”ع و‎ = (AF 2.1 x? و‎ f'(x)=(-1)x °? 
f = )21(۳ 4.3.2.1 x و‎ 


وهکذا نجد باستخدام مبدأ الاستقراء الرياضي أن : ل“ (x)= )-1( "atx‏ لكام 
a‏ ای 2 
23 الدالة #0 f(x) =4* ain ;x‏ 
x=0‏ ; 0 


تملك مشتقة من المرتبة الاولی في النقطة 0 ولکنه لا تملك مشتقة من المرتبة الثانية في هذه 


النقطة » حيث ان 
f'(x) 2xsin =S -x #0‏ 
-x=0‏ 0 
ولکن f'(x)‏ غير مستمرة في النقطة 0 OY‏ : 
cos— ۶۶۲ )0( =0‏ ووز[ -0 limf'(x)=‏ 
x30 x0 x 1‏ 


ولذلك فان (x)‏ ۶ غير قابلة للاشتقاق في النقطة 0 بحسب أ من ) 2-2-3 ) . 
إذن (0) "۶ موجود ولکن (0) ۴ غير موجودة . 
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3 - 11 المشتقات المتتايعة لحاصل ضرب دالتین ( قانون لیبنز ) 
مبرهنة لیبنز Leibniz‏ 3 - 11 - 1 
إذا كانت f(x)‏ و (x)‏ م دالتين قابلین للاشتقاق حتى 
المرتبة n‏ وکان F(x) = 1)<(. g(x)‏ فان : ۱ 
a (me gm‏ + اي ۳( )+ F(x) = fg (med gry‏ 


ع الحا ۱ 7 2 


1-0 
m ! = m.(m-1) .(m-2) ...2.1 آن م وان‎ Cus 
1 i!(n —1)! 
0! =1 وأن‎ 
أمثلة‎ 
FO (x) 1ء إذاكان  تم <(۳0 فاوجد‎ 
: الحل‎ 
F(x) =f (x) . g(x) فنجد‎ g(x)=e™ F(x) =x نضع‎ 
f(x)=x g (x) = جع‎ 
f'(x) =1 g'(x) = 2 e” 
f” (x) = 0 g" (x) = 2 ی‎ 
]0( 6-0 V <2 g(x) =2" م‎ 
ومنه‎ 
۲ ۲" فاع د وي‎ g + 8 M جر جع‎ f. "اج‎ 5 
1 n 
n-li n 
يوعد‎ .1 . 2531 e + 1.x.2". e” 
=(n+2x).2™. e” 
F™ (x) فأوجد‎ F(x) = × . اذا کان × ہا‎ 2 


تضع f(x) =x?‏ و gQQ=Inx‏ فنجد إن F(x) = f(x). g(x)‏ 
لذلك نطبق قانون لیبیز » حيث لدینا : 


f(x) - g (x) =Inx 
f’(x)=2 x g ns ai! 
x 
f" (x)=2 ”ع‎ () = (-)x 7? 
E عنم‎ )-1(2 .2. 1. X? 
f(x) = 0 Vnz3 و‎ ™ (x) = (-1)"' . (n-1)! . x 7 ۱ 


(لنظر المثال 2 من 13 ) 
بالتعویض في قانون لیبنز نجد أنه من أجل « > 3 یکون : 


F™(n) = 0+ ۲ ۳ 1 rev +(e 
11-2 n-] n 


(n -3)!x 772 + n. 2x (—1)?) (n = 2)!x 18)‏ ٥ے(‏ 2ے 


+1. x? (D°! .(n- 1)! x7 

=(—1)""' n(n—1)(n—-3)! x 4.(-1)" 2n (n -2)!x 07? 
+ )-1(۳ ۱.) -1( ۱72 

= )-۱( .2(n-3)! × 


FO (x) فاوجد‎ F(x) = xsinx لذاكان‎ 3 


: Jad 
: ولذلكك نطبق قانون لیبنز‎ F(x) =f (x). g(x) فنجد‎ g(x)=sinx و‎ f(x)=x نضع‎ 
F (x) = ٩ و‎ + ۳ Og 0 fg + 68 f' (داع‎ + ۳ gi") ۱ 
: حیث أن‎ 
f(x) = × g (x) = sin x 
f'(x) = 5 كير‎ g'(x) = cos x 
f” (x) = 0 x? g” (x) =-sinx 
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f (x) = 60 x? g® (x) = - cos x 


f(x) = 120 x a) (x) = sin x 


بالتعويض في قانون لیبنز نجد أن : 


4١ ۰۰ ۰ ad © 
Fa) 120x sin x + 240 x? cas x — 120 x? sin x — 20 x* cos x + x sin x 


3- 12 الداله وربطها بالمشتقه 
رأينا أنه إذا كانت y=f(x)‏ دالة ما » فاننا نرمز لمشتقتیا برمز Gud‏ الذي هو 
Z‏ فمن أين جاء هذا الرمز ؟ بالحقيقة لدينا لتعریف التالي : 
إذا كانت x‏ نقطة من مجال الدالة 1 واضفنا إلى × تغيرا ما » قدره Ax‏ (زئاده أو 
نقصانا) بحیث تبقی النقطة x + Ax‏ في مجال الدالة ۶ فعندئذ سيطرأ على y‏ تغير قدره Ay‏ 


Ay = f (x + A)-f(x) حيث‎ 


الشکل )6( 
نعرف تفاضلة y‏ التي نرمز لها بالرمز dy‏ كما يلي : 


dy=y’.Ax 
: فاننا نجد أن‎ y=f(xy=x و لذا آخننا‎ df=f(x).Ax أو‎ 
dx =df(x)=f' (x). Ax=1.Ax = AX 
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إذن 
وبالتعويض في التعريف السابق نجد أن : 


Ax=dx 
dy = f' (x) dx = y' dx 
d 7 
y'= ومن هنا نرى لن ( ۴= کک‎ 
dx 
: ویلاحظ مما تقدم » ومن الشکل الهندسي السابق أن‎ 
0 
dy= Z dx= يو‎ Ax=f' (x). Ax 
dx- ' 


Ay=f(x+Ax)-— f(x) 
به = رل‎ Í Ay تساوي تقریبا‎ dy 


f (x + Ax) =f (x) + Ay =f (x) + dy : ولدلك فان‎ 
dy = f’ (x) dx =f' (x). Ax من العلاقة‎ dy ونظرا لسهؤالة حساب‎ 


فإننا نستفید من العلاقة الأخيرة في ایجاد القیم التتريبية لبعض المسائل الحسابية . 
أمثلة 


1 لذا كانت 2+1 - ×3 = y = ۴ (x)‏ فأوجد dy‏ و Ay‏ عندما تتغير × من 2 إلى 2.1 


: الحل‎ 
Ay = f (2.1) - (2) = ] 302.1۳ - 2(2.1) +1] - ] 3(2} - 2)2( + 1[ لدینا‎ 
A y = [3.(4.41) - 2(2.1) +1 J — [3(4)- 2.(2) +1] 
= 3 
dy = f '(2) . Ax ثم ان‎ 


ولکن f(x) =6x-2‏ ومنه f£'(2)=12-2=10‏ 
كما أن Ax=2.1-2=01‏ ولذلك فان dy=10x0.1=1‏ 
ویلاحظ أن : 2 21.03 1 = dy‏ 
2 استفد من مفهوم التفاضل لتحسب 102/. 
Jad‏ : 


نضع VK‏ =(»)۴=ر وناخذ x=100‏ و Ax=2‏ فنجد أن المطلوب هو : 
f(x + Ax) = f (102) = 2‏ 


f(x + Ax) = f (x) + dy : ولكننا رلينا أن‎ 
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102 = 100 + dy ومنه‎ 
بول‎ =f ' )<( . 4 < 1“ )100( . Ax ولکن‎ 
1 


۱ dil 
f'(100) = 1 لنلك فإن‎ f(x) = انما سل‎ 
١ 2/100 20 7 =? تايف‎ he 
5 1 ۱ 1 1 I 
7/102 =10+—=10.1 اذ“ ی بالتالى فان‎ 
10 E O ۶ 


Z 
5 


۰3 استخدم التفاضل لتقدير قيمة التغیر في 
و عندما یزداد x‏ من 32 إلى 34 


: في الحالتین التالیتین‎ f(x) = x 


. عندما بنتاقص x‏ من 1 إلى 0.9 


: الحل‎ 
: هو‎ F(x) إن التغیر في‎ Ax =2 و ۵۶-34 + و‎ x=32 ln هء‎ 
Cus Af(x)=df(x) وبالاعتماد على التفاضل رأينا أن‎ A f(x) =f (x + Ax) - f(x) 
df (x) = f ' (x). Ax 


Af(x)=0.1 إذا‎ 
: فانها‎ A f(x) القيمة الفعلية ل‎ Ul 
A f (x) = f (x + Ax) -- f (x) = f (34) - f (32) 


2 a 
= (34)° - 32( =4.0982 - 4 = 0.0982 
: ومنه‎ = Ax = - 01 و .۲۵20+( و‎ x=l ها‎ Gl eb 
2 1 2 
df (x) =f'(x).Ax=2 س‎ . (-0.1) =- = -0.04 = A(x) 
5 تم‎ 50 
(1)s 
: في هذا الحالة فانها‎ A(x) أما القيمة الفعلية ل‎ 
Af (x) = f (x + Ax) - f (x) = f (0.9) - f (1) 
= (0.9)% - (1)% = 09587 - 1 = -0.0413 
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تمارین 
٠‏ في التمارین 1 إلى 5 ۰ استخدم تعريف المشنقة في نقطة. لتوجد - إن آمکن - مشتقة 
للدالة في النقطة المبينة إلى جانیه . 
Cus ۴)×( > > ۰[‏ ء ثابت ما في النقطه a‏ 
f(x)=2x7+1 22‏ في النقطة 4 
f(x)= vx 43‏ في لنقطة 1 : 
f (x) = x” .4‏ حیث N‏ > في النقطة 1 
5. 2 دوم في النقطة 3 


3 في التمارين 6 الى 10 > آوجد - ان أمكن - f'(a*)‏ و f'(a)‏ و f’‏ 
(a)‏ للدوال ۶ في النقط a‏ المبينة إلى جانب كل منها . 


a=0 في النقطة‎ f(x) = | 2x |+1 ۰6 
في النقطة 0 > جح‎ f(x) = x? + Vx? °7 
a=2 في النقطة‎ f(x) = x-2+|x-2| 8 
Pia 2% vx 7x21 
a= [ في النقطة‎ TEN ی‎ ۰9 
مک سا‎ oe 1 : ۲ < 0 
2-0  ةطقنلا في‎ TEER oe ۰10 


« في التمارین 11 إلى 15 . أوجد - إن أمكن - معادلة المماس و الناظم لمنحنی الدالة 
f‏ في النقطة المبينة إلى جانبه . 


(0,1) في النقطة‎ ۲ - ۶ +1 ell 
)0,2( في النقطة‎ f(x) =3 ۳+2 ۰۱2 يپ‎ 
)0,-1( في النقطة‎ ])( 2-1 ۰.3 
(0,1) في النقطة‎ f(x)=In x 14 
4 
فى النقطة‎ fai * :*21 5 
ee 8 ue a ;x<l 
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» في التمارین 16إلى 20 ۰ استخدم تعریف الاشتقاق لتوجد (ه) ۲۰ في النقط ‏ المبينسة 


. في کل تمرین‎ 
a=-] $ f(x)=x? -3 ۰16 
l 
a=- : —f (x)= 017 
xX 
a= 2 + f(x)= |x| .18 
1 
H 2 ۱ 
a=] s 1ع ريم‎ 5 x< و‎ 
4x-4 ; 1 
1 
a=2 ؛‎ f(x)=x3 . 20 


ه في التمارین 21 إلى 25 ۰ استخدم قواعد الاشتقاق لتوجد الدالة المشتقة للدوال المعطاة 


f(x) = x — x .22 f(x) = 3 21 
1 
f (x) = - 5 x + x ۰24 f (x) = = 23 
2 
1 
f(x)=—-1 225 
xX 
المبينة‎ a في النقط‎ f'(a) في التمارين 6 إلى 30 ۰ استخدم تعريف الاشتقاق لتوجد‎ ۰ 
. في كل تمرين‎ 
1 1 
a=] ¢ f(x)=(x-—)(x?-—) 26 
7 2 
X 
a=2 £ (=× +x? عل‎ 027 
5 ۱ 
a=0 + و‎ .8 
2 
x -l 
a=5 s f(x)= س‎ .29 
x +2 
a=] بر (م۶ و‎ + lx -30 
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الدوال المشتقة للدوال 


y=l-vx 


۳ 2 +1 


xX +2 


٠‏ في لتمارین 1 إلى 5 » استخدم قواعد الاشتقاق لايجاد 
للمعطاة 
O 31‏ 2 
4+2 
F(x)=Sinx+x? -33‏ 34 
3 
f(x)=x2 +x 35‏ 
» في التمارین 36 إلى 40 » اوجد قيمة a‏ لذا علمت أن : 
f(x) = - x? 36‏ و 6 > ۶٩ (a)‏ 
f(x)=x?+3x 037‏ و 3 = (a)‏ " ۶ 
1 1 1 
f'(a) =-— 3 f(x) = = 38‏ 
x‏ 9 
f (x) =2x-x? 39‏ و f'(a)=0‏ 
XxX‏ 
f(x)=—— 40‏ و 0 = f(a)‏ 
]+ 
d at. Ss‏ 
» في التمارین 40 إلى oo‏ 
2 
41 1+ × 5< ۲« 42 
ee 43‏ 44 
y= 7‏ ۰ 
x‏ 
y= 45‏ 
vx -x‏ 
» في لتمارین 46 إلى 50 ۰ أوجد معادلة المستقیم المماس لمنحنی الدالة ۶ في النقط 
t f (x) = x 46‏ )2,4 -( 
f(x) = Vx 47‏ )1,1( 
1 
t f(x) = 48‏ )1,1( 
x‏ 


)0,5( t f(x)=5 .49 
(1,0) ۱ tos 50 
+1 


ه في التمارين 1 إلى 55 > استخدم قاعدة السلسلة لنثبت صحة المشتقة المعطاة لكل 


: دالة‎ 
فان لکد(«‎ h (x) = In f(x) اذا كانت‎ 1 
f(x) 
; f'(x) 5-57 eee 
h(x)=— == فان‎ h(x) = f(x) اذا كانتت‎ 2 
24 f(x) 
h’ (x) = f(x) cos f(x) فان‎ h (x) = sin f (x) ادا كانت‎ 3 
. h(x)=- f(x) sin f(x) فان‎ h (x) = cos f (x) اذا كانت‎ 4 
h'(x)=f(x).e™ ط فان‎ )( =e اذا کانت‎ 55 


٠‏ في التمارین 56 إلى 60 ۰ استفد من التمارین 51 - 55 السابقة لتوجد الدالة للمشتقة لكل 


. دالة معطاة‎ 
f(x) = Jx + 2-1 ۰ 7 f (x) = In (x? +2) 6 
f(x) =sin 1 -59 ۲)۲( < ۵۲ * 8 
+1 


f(x) = دومن‎ ۰ 60 


« في التمارين 61 إلى 65 استخدم قاعدة السلسله da sil‏ الداله المشتقة للدالة المعطاه . 


f(x) = ) 2x + ×( 62 f (x) ) +3 ک(‎ .6] 
f (x) = sin x e 64 ] )( 2*۳ ٠3 


f(x) =sinvx «65‏ 
« في التمارين 6 ۰70 استخدم مفهوم الاشتفاق الضمني لتوجد -y’‏ 


xz 67 ا‎ 
x+y Jy 
Jy =xy +69 x =] .68 


x? +. 7 - 2 =4 0 
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» في التمارین 71 - 75 آوجد y™‏ من اجل n‏ المحددة في کل تمرین . 


1 ۰ لذا كانتت 1+ 2x? +3x‏ ×= ر فاوجد yO‏ 


2 اذا كانت y=3*‏ فاوجد )بر 
3 اذا كانت y= x?‏ فاوجد y®‏ 
4 اذا كانت y= vx‏ فاوجد “اب 


5 اذا كانت y=In(xt1)‏ فأوجد 


< 


« في التمارین 76 إلى 80 » استخدم قانون لیبنز لتوجد المشتقات من مراتب علیا للدوال 
المفروضة ٠.‏ 

FO (x) فاوجد‎ F(x)=xbe™ کانت‎ IN. 6 

F(x) فأوجد‎ F(x)= Sinx Vx اذا کانت‎ 7 

98 إذا كانت = F(x) = .Ln‏ فأوجد )۲ 

FO (x) فأوجد‎ F(x) =x5.(x7+e*%) لا كانت‎ 79 

0 إذا کانت F(x)=e".Inx‏ فاوجد "۳ 

» في للتمارین 81 إلى 85 ۰ استخدم مفهوم اشتقاق معکوس الدالة لتوجد المطلوب . 

1 . لذا کانت 1[ + ×2 + ×= رم فأوجد (f'y(0)‏ 

(fy (x) فاوجد‎ e? ۶0 إذا کانت‎ ۰ 2 

(EY) فأوجد‎ fx) =In Qe? +1( لذا كانت‎ ۰ 3 


84 لذا كانت — = )۴ فاوجد (۴(')1) 


5 ۰ لذا كانت 5+ 20-2 فاوجد ماع 
« في للتمارين 86 إلى 90 ۰ استخدم التفاضل لتقدير قيمة التغیر في الدالة المعطاة . 
(x)= x “86‏ حيث × تزداد من + إلى 5 

2 
f(x)= x? ۰ 7‏ حيث × تتقص من 1 الى 0.8 
f(x) =logiox 8‏ حیث × تزدلد من 100 إلى 102 


=٥ ۰ 9‏ (×)۴ حیث × تزداد من 2 إلى 3 


f(x)= > . 90‏ حیث ‏ نتقص من 5 إلى 45 
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۰ في التمار Ca‏ 91 إلى 5 ۰ استخدم التفاضل لتوجد a‏ المقادیر المعطاة. 


108۱ 3 02 /66 ۲ 91 
sin )44( 4 cos )32( 3 
30 5 


» في التمارین 96 إلى 115 ۰ اجب على المطلوب في کل تمرین . 

6 ۰ إذا كانت Vx‏ =(») ۴ برهن على أن ] مستمرة في النقطة 0= × ولکنه غير قابلة 
للاشتقاق في هذه النقطة 

7 لذا کانت ۱-2۱ + f(x) = x-2‏ فاوجد - إن أمكن ER-‏ و EZ)‏ و (2) "1 

8 ۰ آوجد معادلة الخط المماس لمنحنی الدالة 


0 ف التقطة‎ F(x) x : * > ۵0 
۰ <= c x) = 
a x3 ; x20 
ay فاوجد‎ y=x 2 إذا كانت‎ . 99 
dx" 
ES ;x#0 
f’? - فاوجد - ان أمكن‎ ë f(x) = x? اذا كانت‎ . 0 
0 9 =0 
(x) 
3 2 
a أوجد ان مک ی‎ ۰ 101 
ير بر )جل‎ 2 + +1 


2 . اذا كانت f‏ دالة Gay‏ 2= (۴)0 و 1 (0) "۲ فأوجد معادلة ball‏ المماس لمنحنی 
۴ في النقطة )0,2( . 

OS! . 3‏ 23 - :8 = ر معادلة الخط المماس لمنحتی دللة ۶ في النقطة )5,17( آوجد 
)5('£ . 

104 أوجد معادلة الخط المماس لمنحنی الدالة 18 > تيز« في النقطة )3- ,2( . 

٠. 5‏ إذا كانت ۴ دالة قابلة للاشتقاق في نقطة a‏ وكانت 

ب بر . OEE‏ 


g(x) 2 ۱ x-a 
f'(a) : 20 


برهن أن الدالة ع مستمرة في النقطة a‏ . 
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Z g ma's اذا كانت‎ . 6 


Cun y=e‏ و 
CALS‏ على أن (l-x’)y"-xy-y=0‏ 
3 | - ۶ | 
>x#3 1 98 8‏ سس 
3 >2 : 1 


في النقطة 3= cx‏ هل f‏ قابل للاشتقاق في هذه النقطة ؟ 


8 . اذا علمت أن ع2 +00-()/م و t(x)=x?‏ فأوجد كك عند لدعي 


2 ; 
f(x) = ۰ +1 ;x<l لیکن‎ . 109 
2 + ; x>] 


آوجد a‏ و ط حتی یکون هذه الدالة قابلة للاشتقاق في النقطة x=]‏ 
2 
0 ۰ ليكن ]+ f (x) = x3‏ « باستخدام التفاضل أحسب قيمة تقريبية لتز ایند الدالة f‏ 
عندما تتغير ا من 8 إلى 8.1 . 
2 باستخدام التفاضل أوجد قيمة تقريبية للعدد ام علما بان 2<7.39ء . 
3 . لذا كانت 2 +( 3+ <<( فيل هذه الدالة قابل للاشقاق على A‏ ؟ 
4 . لذا كانت f(x)=e™+1‏ أوجد '((2) اج . 


)13 كانت = ۳ = f(x)‏ فاستخدم قانون Saud‏ لتوجد )£0 . 
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الفصل الر ابع 
تطییقات المشتقات 


أو : تطبیقات المشتقات في دراسة الدوال 


يستفاد من الاشتقاق في در اسة مواضیم متعددة من الریاضیات وأهم هذه المواضیع 
تتعلق بدر اسة تغیرات دالة في فترة ما من مجالها . 
نذكر منها : 
تزايد وتناقص دالة ‏ القیم القصوی لدالة ۰ التقعر ونقاط الانعطاف لمنحنی دالة » حساب 
الحالات غير المحددة للنهایات . 
وسنبین دور الاشتقاق في در اسة هذه المواضيع بعد التمهید لذلك بمبر هنات فیرما و رول 
و لاغر انج . 


1-4 مبرهنات فیرما و رول و لاغرانج 
مبرهنة فیرما 4 - 1 - 1 

إذا كانت ۴ دالة معرفة على فترة [a, B]‏ حيث 8 >» ویبلغ حده الاعطی 
(الأدنى) في هذه الفترة عند النقطة c‏ من (a, B)‏ وکان ۴ قابلة للاشتقاق في ء فان 
0= (0 )"۶ 
البرهان > 

ينتج من تعریف الحد الاعلی لدالة ۶ على فترة [8 ,»] أن f(x) sf(c)‏ لكل 
x‏ من B]‏ ,0] ومنه نجد : 


۰ اذا كانت x<c‏ فان 2۳ و o‏ وبالتالي فان : 


lim f(x) = 6‏ _ ر, 
م ©( - f'(c" (=x > fx)‏ 
X<c 6 - 6‏ 


: وبالتالي فان‎ FD <o اذا كانت ×> »> فان‎ o 


lim 5 
0 موس‎ OEO co 
X>C x—C 


وبما أن ۶ ALU‏ للاشتقاق في » فانه ينتج عند الملاحظة ب من )2-2-3( أن : 
(c )=f’ ) 5‏ ۲۰ <(6) "۲ 
ولذلك فان -f'(c)=0‏ 
میرهنه رول 2-1-4 
اذا كانت ۴ دالة مستمرة عنی فترة a > 8 Cus ]», B]‏ وقابلة للاشتقاق على 
(a, 8(‏ و (8) ۴= f(a)‏ فانه يوجد على الاقل نقطة ‏ د (0 (a,‏ بحیث یکون 20 (6)"؟ . 
yall‏ هان : 
1 إذا كانت ۴ ثابتة على [a B]‏ فان 0 - "۶ لكل x‏ د (8 (a,‏ ۰ وهذا يعني إن کل نقطة 
من (8 (a,‏ تصلح OY‏ تکون © . 
2 لأا كانت ۶ غير ثابتة وکان .1 و ل الحدین الأدنی و الاعلی للدالة ۶ على 
p]‏ به ] فان L<U‏ وبما أن fe)‏ -(0)] فان f(a)‏ سیختلف إما عن U‏ أو عن 
ا ولتفرض أن faU‏ ولذلك یوجد ac‏ )2,8( بحيث یکون 11< (۲)0 › 
وینتج عن مبرهنة فیرما أن -f£'(C)=0‏ 
ملاحظات 3-1-4 
أ. المعنی للهندسي لمبرهنة رول هو إنه - عند تحقیق فروض المبرهنة - یوجد نقطة على 
منحتی الدالة ۶ » فاصلنها c‏ د (a, B)‏ » یکون المماس فیها موازیا للمحور ox‏ 


a 


لشکل )1( 
ب ۰ قد توجد نقطة c‏ د (8 (a,‏ بحیث تکون £'(c)=0‏ دون أن تحقق الدالة ۴ شروط 
مبرهنه رول على الفترة B)‏ به]. 
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أمثلة 
1 بين أن F(x) =× - 32+ 2 AM‏ تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة ]3 ,0( 
وأوجد النقط » الموافقة . 
الحل : 
بما أن دالة كثيرة حدود فإنها مستمرة على [0,3] وقابلة للاشتقاق على (3 ,ن) 
bal,‏ (3)م2-4-(4)0 . إذن؟ تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة [0,3] . 
من أجل ایجاد اننقاط > الموافقة » نلاحظ أن : f’ (x) = 3x? - 6x‏ 
وتکون 0 = () ۴۲ عندما تکون 0 = ×2 - x?‏ أي عندما تکون 0 = x (x-2)‏ أي عندما یکون 
إما 0= × أو x=2‏ ولکن 0= :+ ليست من الفترة (3 ,0) ولذلك فان النقطة للموافقة هي 


2 حاح . 


- 


x2 +2 ; xzl 
f(x)= QO 77? الدالة‎ 2 
5 ; x=] 


لا تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة [2 ,2-] لأنها غير مستمرة في النقطة x=]‏ 
حيث (21)1 him f(x)=3‏ . 


x] 


. ۲" (c)=0 د (2, 2) نحقق‎ c=0 my ولکن‎ 


مبرهنه لاغرانج ( التزایدات المحدودة ) 4 - 1 - 4 
ادا كانت f‏ دالة مستمرة على فترة [a, B]‏ حيث م > نه « وقابله للاشتقاق 
على (a, B)‏ فانه توجد نقطة واحدة على الأقل » د(8 ,») بحيث یکون : 
)£= رمم 


p-a 
: البرهان‎ 
تف‎ a =r x نأخذ الدالة‎ 
وقابلة‎ ]0, P] فنجد إنها تحقق شروط نظرية رول على الفترة [8 ,» ] فهي مستمرة على‎ 
ee pa ولدینا‎ (a, 8( لاشتقاق على‎ 


ان یوجد © في الفترة (8 ,») بحیث یکون 0 -(6)"ج ولکن : 
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)= £ - ر = نب 


B-a 


Of» os‏ رم 
B-a‏ 


ملاحظات 5-1-4 

أ. المعضی الهندسي لمبرهنة لاغرانج هو انه عند تحقق فروض المبرهنة يوجد 
نقطة واحدة على الاقل من منحنی الدالة ۴ فاصلتها c‏ د (6 ,») یکون المماس فیها 
موازیا للمستقیم L‏ المار من النقطتین ((0)؟مه) و ((8) 6,۴). 


الشکل )2( 


f'e) = P- REO ی‎ 
B-a 


بقانون التزايدات المحدودة للدالة ۴ على الفترة [8 ,ع] » ویکتب هذا القانون على الشکل: 


6)8(- f(a) = )8 - a) f’ (c) 
CA ولا وضعنا ۵-0-۲ و -ه‎ 


نجد أن : 
P=ath‏ و Ge c=a+0h‏ 1 6> 0 
ویکتب القانون السایق على الشکل : 


(ط 0 + f(ath)=f(a)+hf’ (a‏ 
وإذا أخذنا × نقطة متغيرة في الفترة [aB]‏ نحصل على : 


f(xth)=f(x)+hf’(x+6h). 
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;0<O<I‏ روبع L‏ لط امضاد 
وهذه هي الصيغة المشهورة لقانون التزايدات المحدودة . 
جه يمكن تعميم Sia jie‏ التزايدات المحدودة على الشكل التالي : 

إذا عان ‏ و ع دالتين تحققان شروط مبرهنة التزايدات المحدودة على فكقرة B]‏ ,0] 
Gs‏ م > .۰ وكان (») ۾ * (8 ) ع فانه توجد نقطة - واحدة على BY!‏ ¬ ء د (8 ,») 
f(B)-f(a) _ f(c)‏ 


بحيث یکون : = ۰ ن هذا الت بان sab‏ الدالة 

g(B)-g(a) g'(c) ad‏ ا لقنن د 

نو © (x)= f(x)‏ ونطبق علیها مبرهنة رول فنجد المطلوب مباشرة . 
g(a)‏ - )8(8 


o‏ إذا آخذنا في هذا التعمیم الدالة م بحیث أن g(x)=x‏ لكل x‏ من B]‏ به],فاننا نعود إلى 
الحالة السابقة . 


3 برهن على أن الدالة ‏ 6+×5- ×=(»)]۴ تحقق شغ روط مبرهنة 
لاغر انج ( التزايدات المحدودة) على الفترة [1.6] ثم أوجد النقاط > الموافقة . 
الحل : 


بما أن الدالة 1 هي دالة كثيرة حدود فإنها مستمرة على الفترة [6 ,1] وقابلة للاشتقاق 
على الفترة (6 ,1) ولذلك فإن ۴ تحقق شروط مبرهنة لاغرانج على الفترة [6 ,1] . ومن أجل 
إيجاد النقاط © الموافقة نحل المعادلة : 


_ £6) -۶0( 
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4 - 2 دور الاشتقاق في دراسه تزاید وتنافص دالة 
تعریف 1-2-4 
٠‏ تقول عن الدالة ۲ انها متزايدة على الفترة (6 , » ) =1 من مجالها» إذا كانت تحقق 
الشرط التالي : 
»0 * ک f(x1)‏ = ما > رب وذلك لکل x25 x‏ من 1 . 
٠‏ نقول عن الدالة ۶ إنها متناقصة على الفترة (8 ٠١,‏ ) =1 من مجالهاء إذا كانت تحقسق 
الشرط التالي : a‏ 
Abs xp<x2 => F(x2) <f(x))‏ لكل x,‏ و xX.‏ من 1 . 
٠‏ نقول عن الدالة ۶ انها وتيرية ( مطردة ) على النترة (1<)0,8 من مجالها إذا 
كانت ۶ متزايدة على 1 أو منتاقصة على 1. 
٠‏ إذا استبدلنا الإشارة > بالإشارة > في التعريف السابقة فإننا تتحدث عن الدالة المتزايد 
تماما والمتناقص تماما والوتيري تماما . 
أمثلة 
[ء الدللة  f(x)=2x-1‏ متزايدة تماما على R‏ لأنه لكل ,× x»‏ من 5 فان: 
XxX > => 2-1 > 2-1 => f(x) > 1 )*:(‏ 
2 الدالة f(xy=e™‏ متناقصة تماما على R‏ لأنه لكل X‏ و xX‏ من Ro‏ فإن: 
=X) <-X > OB > 6*۰ > f(x2)<f(xı)‏ > و۲ > ۷۱ 
3 لدللة ×= (×)۴ متناقصة تماما على الفترة )0 ,0-) ومتزايدة تماما على b pill‏ 
œ)‏ ,0( لأنه : 
إذا كان x‏ و x2‏ من )0 ,00-( فان : 


XI > ون‎ => XQ? <x => f(x) > f(x) 


وإذا کان ,× و x2‏ من )00 ,0( فان : 


xı > د ول‎ X? <x? > f(x) > f (x2) 
1 النتيجة للتالية تستخلص مباشرة من التعريف السابق‎ 
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نتيجة ‏ 2-2-4 
إذا كانت (ق ,0) -1 فترة من مجال الدالة f‏ فان : 


.1 جه لكل يا ,»× من‎ SCT) متزايدة على الفترة 1 وچ‎ fo 
1١! 2 


.1 من‎ ×, #x2 متناقصة على الفترة 1 >< 0< 2 لكل‎ f o 
3-2-4 مبرهنة‎ 
وقابلة‎ a<B Guo [= ,ه]‎ B] دالة متصلة على فترة‎ y=f(x) اذا كانت‎ 
: فان‎ 1- ) ©, B) للاشتقاق على الفترة‎ 
. 1 متزايدة على الفترة  1 @ 0<()"] لكل »× من‎ “ 1 
. 1 لكل × من‎ ۶" )(۶0 & I متتاقصة على الفترة‎ 2 
: البرهان‎ 
. نبرهن على 1 ويتم البرهان على 2 بطريقة ممائلة‎ 
نقطة من 1 وليكن ۶0 عدداً‎ x لنفرض أولا أن الدالة ۴ متزايدة على الفترة 1 ولتكن‎ 
ولذلك فإن‎ +h) E >0 عندئذ ينتج عن (2-2-4) أن‎ lə x+h أن‎ cus 


. ۲۰ 6 <0 أي أن‎ lim لش‎ >o 
۵-0 


العکس : لنفرض أن 0 < f'(x)‏ لكل x‏ من I‏ عندئذ نجد انه لكل 
× و 2× من (a, B)‏ =1 بحیث أن × > x1‏ يكون 1 (XK, xX,‏ » وبحسب نظرية 
التزايدات المحدودة » يوجد c‏ من [1x2]‏ بحیث یکون : ro = ed)‏ 
4 2 


0< f(x2)-f(x,) l 


وبما أن ' () 0>۴ (بحسب لفرض ( فان 
71 ۶2 


وهذا يعني أن ۶ متزايدة على I‏ بحسب )2-2-4( 
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ملاحظه 4 - 2 - 4 
ينتج عن المبر هنة السابقة انه لایجاد لعترات من مجال الدالة ۴ التي تکون فیها ۲ 

متزايدة ( متناقصة) ندرس إشارة (xy‏ ون حدد الفترات التي یکون فی‌ها 
f'(@ 20‏ )$0 (00 0). 
أمثلة 
¡ ۰ أوجد الفترات التي تكون فيها الدالة 2+ ×6 (x) = 2x?‏ ۴ متزايدة والفترات التي تكون 

فيها هذه الدالة متناقصة . a‏ 
الحل : 

۲۰ (x)=6x?-12x =6x(x-2) إن‎ 

: هو‎ f'(x) في النقطتين 0= × و 2= × ولذلك فان جدول إشارة‎ ۴')×( =0 cs 


من هذا الجدول نجد أن O< f(x)‏ في الفترتين )00,0-( و )2,00( ولذلك فان الدالة ؛ ر 


a 


منزايدة في هاتين للفترتین وان (>)'۴ < 0 في الفترة )0,2( ولذلك فان الدالة f‏ متناقصة في 


z b هذه الفتر‎ 
2 

2 وجد الفترات التي تكون فیها الدالة سب ۲0 متزايدة والفترات التي تكون فيها 

. متتاقصة‎ f 
: الحل‎ 

۱ 2x (x? + 1( 2x a Gees 

{j= Ss : نلاحظ‎ 

أن )1+ (x? +1)? (x?‏ ب 

ومنه نجد أن (x)‏ 1 0 < ۶ > 0 


ولذلك فان للدالة ‏ تكون متزايدة على الفترة (©,0) كماأن ODF (x)‏ جه 02x‏ 
ولذلك فان ] نکون متناقصة على للفترة [0 ,م-) . 


3-4 دورالاشتقاق في دراسة القیم القصوى للدوال 
تعریف 1-3-4 

نقول عن الدالة ۴ انها تملك قيمة عظمی في فترة 1 من مجالها ۰ إذا كان يوجد 
نقطة d‏ من 1 بحیث یکون f(x) > f(d)‏ لكل x‏ من 1 . ونسمي Fd)‏ » في هذه 
لحالة بقيمة عظمی محلية f Wal‏ في الفترة 1 . 
وبشکل مشابه ؛ فاننا نقول عن الدالة ‏ انه تملك قيمة صغری في الفترة 1 من مجالها e‏ 
إذا كان یوجد نقطه ‏ من 1 بحيث یکون, (1)2 > f(c)‏ لكل x‏ من 1 . نسمي f(c)‏ : 
في هذد الحانة » بقيمة صدغری محلية للدالة ۴ في الفترة 1 . 


نسمي القيمة العظمی أو القيمة الصغرى للدالة ۶ في 1 بقيمة قصوى للدالة ۴ في I‏ 


الشكل (3) 


1 قيم قصوى محلية في الفترة‎ f ادا كانت 1 فترة من مجال الداله ۶ فانه قد تکون للدالة‎ o 
: وقد لا تكون له قيم قصوى محلية في هذه الفترة » كما توضح الأمثلة التالية‎ 
أمثلة‎ 


1 2 

1 للدالة . ش - f(x)‏ قيمة صغرى في الفترة [1 ,1- ] =1 عند النقطة 0 لان 
X +‏ 

f(x)‏ <0)=0(£ لكل x‏ من 1 وهي تملك قيمة عظمی عند النقطتین 1-و 1+ وهي 


. [1 من‎ x لكل‎ ۴ (5)-1(<۶)1( oF f(-)D=fd) = 
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2x ; x< #1 


a E2‏ وم قيمة صغرى في الفترة ]1 ,0] هي (0) f‏ ولکن 
e.‏ 2 


ليس لها قيمة عظمى في هذه الفترة . 


| سو 


الشكل (4) 
3 للدالة 
0 > ۶ : 1+ 
f(x)=43 ; x=0‏ 
x>0‏ ; 1+ - 
قيمة عظمی في للنقطة 0 من الفترة )1 ,1-) ولکن لیس لها قيم صغری كما یوضح الشکل 
التالي : 


الشكل (5) 
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مبرهنة 2-3-4 
إذا كانت ۴ دالة مستمرة على فترة مغلقة ومحدودة B]‏ ,0] =1 فان ] تملك 
قيمة صغری وقيمة عظمی - واحدة على الاقل - في الفترة 1 . 
مثال 
ان الدالة ×-×=(»)۴ مستمرة على الفترة [1,1-] ولذلك فإن نلدالة f‏ 
قيم صخر ى وقيم عظمی في الفترة [1,1-]. 


ملاحظات 3-4 - 3 
أ. يمكن صياغة مبر هنة فيرما الواردة في (1-1-4 ) على الشكل التالي : 

إذا كانت ۴ دالة معرفة على فترة a< PB Cus [a,B]‏ وإذا كانت للدالة ؟ قيمة 
قصوى في النقطه ‏ من الفترة المفتوحة (0») فان 6(<۶0)"] | 
والمعنى الهندسي لهذه المبرهنة هو أنه في نقاط القيم القصوى التي تكون فيها مشتقة الدالة 
موجودة » يكون مماس منحنى الدالة أفقيا . 


)6( الشكل‎ a“ 
) » , 8 ( من الفترة‎ c به إن عکس مبرهنة فیرما ليس صحيحا بشکل عام › فقد نجد‎ 
دون أن تكون للدالة ۶ قيمة قصوی في » . فمثلا یمکن أن‎ f()=0 بحیث یکون‎ 
f'(0)=0 قيمة قصوی في النقطة 0 من (1,1-) مع أن‎ F(x) «۳ نری إنه ليس للدالة‎ 
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جه ينتج عن مبرهنة فیرما أنه إذا كان لدالة ۶ قيم قصوی في الفترة ( 8 , ۰ ) فان هذه 
القیم القصوی ستکون في النقاط ء من ( م , » ) التي یکون فیها اما f(c)‏ موجودة 
وتساوي صفرا أو (© )"4 غير موجودة . 
تعریف 4-3-4 
إذا كانت (8 ,») =1 فترة من مجال دالة 4 فاننا نسمي النقطة »من 1 التي 
یکون فيها £(c)=0‏ أو fc)‏ غير موجودة › بنقاط حرجة للدالة ۴ في الفترة 
لمفتوحة s . (x, B)‏ 
وإذا كانت [8,©] =1 فترة مغلقة من مجال ۶ فان ۰ و ۵ تسمی نقاط الأطراف للفترة 
1 وهي Lal‏ نقاط حرجة للدالة f‏ في الفترة المغلقة [aB]‏ . 


مبرهنة 3-4 - 5 
لتکن ‏ نقطة حرجة للدالة ۶ في الفترة [6,»] =1 ولنفرض أن f‏ مستمرة فيح 


. لذا وجد عدد موجب 6 بحیث أن 8 -ع, قب د1 وبحیث أن : 


f(c) ,ع) فان‎ 6+ 8( Geax من ع,8-ع) و 0> (×)'۴ لكل‎ x لكل‎ f'(x)>0 ol 
. ۶ قيمة عظمی للدالة‎ 


f'(x)<0 2‏ لكل x‏ من (c-5,c)‏ و f'(x)>0‏ لكل «من (c,c+8)‏ فان 


sf قیمه صغری للدالة‎ f(c) 


3 شارة f'(x)‏ ولحدة في (c,c+5)‏ لا (c-5,c)‏ فان f(c)‏ ليست قيمة 
قصوی للدالة f‏ . 


» تسمی القيم القصوی للدالة f‏ المحددة في هذا الاختبار بالقیم القصوى المحلية (أوالنسبية ) 
gall‏ ؟ . 
o‏ يمكن صياغة هذا الاختبار بالشكل التالي : 


لذا كانت ۴ دالة مستمرة على الفترة [86,»] =1 وقابلة للاشتقاق في جوار 


ali I عدد موجب ) للنقطة 6 محنوی في‎ § Cus) V= (c-5,c) U (c,c+ 8) 
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1. إذا تغیر () ۲۳ (شارته من )+( إلى (-) عند » فان للدالة ۶ قيمة محلية 
عظمی عند °C‏ 

2 إذا تغیر f(x)‏ إشارته من (-) إلى (+) عند ء فان AMM‏ ۴ قيمة محلية 
صعری عند © . 

البرهان : 

1 بالاعتماد على المبرهنة (4 2- 3 ) نجد أنه إذا كانت × من الجوار ۷ المحتوى في 1 
فان (6) > (×) ۴ US)‏ في الجدول التالي) » وهذا يعني أن ( »© ) ۴ قيمة عظمى للدالة 


۴ في الجوار ۷ 


f (x) 3 اشار‎ 


2 نفس بر هان 1 ۰ 


. إن الاشکال التالية توضح الأوضاع المختلفة الواردة في المبرهنة السابقة‎ e 


1' (c ( =0 Cus نقطة حرجة‎ c غير موجودة‎ f'(c) نقطة حرجة حيث‎ c 


\ 


الشکل )7( الحالة الاولی 
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» نقطة حرجه Cue‏ (0) "۶ غير موجودة c‏ نقطة حرجة حيث f'(c)=0‏ 


۹ fo 


الشكل )8( الحالة الثانية 


الشکل )9( الحالة الثالثة 


(aB) الخطوات العملية في دراسة القیم القصوی المحلية لدالة ۶ مستمرة على فترة‎ o 
. باستخدام المشتقة الاولی‎ 
توجد النقاط الحرجة للدالة ۶ في الفترة )0,8( وهي النقاط من (0,8) التي‎ 1 
. غير موجودة‎ f(c) أو‎ F(C)=0 یکون فیها‎ 
. (aB) ندرس إشارة (×) ۴ في لفترة‎ 2 
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3. لذا كانت c‏ نقطة حرجة وكانت إشارة f'(x)‏ موجبة على يسار ء مباشرة »شم 
أصبحت سالبة على یمین مباشرة فان fec)‏ قيمة عظمی › وإذا كانت لشارة 
f'(x)‏ سالبة قبل ء (علی يسار (c‏ ثم آصبحت موجبة بعد » gle)‏ یمین ع) فان 
f(c)‏ قیمة صغری . وإذا كانت اشارة (×)'۴ قبل ‏ هي نفسها بعد ه فان f(c)‏ 


أمثلة 

1 أوجد القيم القصوی للدالة f(x)=xt-2x?‏ على الفترة )0,0( وعين نوعها. 

الحل : 
إن 

(©,م) التي تحقق  f(c)=0‏ أي 8-0 8-6 4 

ومنه نجد أن 2c? (2c-3)=0‏ فالنقاط الحرجة هي pS‏ ع التي تحقق هذه المعادلة 


f(x) > 4 - 6 ×‏ وان النقاط الحرجة للدالة ‏ هي النقاط من 


3 
وهي 0= ۰۱ و 2 C=‏ » 


إن إشارة (x)‏ ۲۳ في الفترة )00 ,00-( تحدد من الجدول التالي : 


نلاحظ من هذا الجدول ان إشارة (x)‏ ۶ كانت سالبة قبل النقطة 0= 6۱ ثم بقيت سالبة 
بعدها » لذلك فإنه لا يوجد للدالة 1 قيمة قصوی في النقطة الحرجة ۰-0 امافقي 


" النقطة لحرجة < c=‏ فنلاحظ من الجدول أن اشارة f'(x)‏ كانت سالية قبل á hih‏ 
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هه دو كر ات ee rg Free CUPP‏ لد ۰22 7۶۰ Oe‏ اسم عع 


N 


في 2 = وهذه القيمة الصفری هي 22- - (5)3 


الشکل )10( 
x > [1‏ ; 27 + [ 
;x>l‏ :5-1 
غير موجود ولکن ليس للدالة f‏ قيمة قصوى في هذه النقطة على الرغم من أن إشارة f‏ 
(x)‏ كانت موجية قبل 1 2 مباشرة ثم أصبحت سالبة بعد c=]‏ مباشرة . 


2 للدالة | = fo‏ نقطة حرجة في النقطة f'(x) GY c=1‏ 


الشكل )11( 


وللسبب في هذه النتيجة هو أن هذه الدالة غير مستمرة في النقطة ‏ . 
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لا یوجد قيمة قصوی للدالة ۴ هذه في النقطة 1 c=‏ لانه مهما كانت للفترة B)‏ , ©) =1 التي 
ينتمي الیها 1 یوجد ,> من 1 بحیث یکون ()1(>۶)] ویوجد x‏ من 1[ بحيث 
os‏ (1)1 > (ج) 1 . 


2 
f(x)=x? Aa 3‏ نقطة حرجة في ۰2-0 OY‏ )£0 غير موجودة Cus‏ لدینا: 


. 80-0 3 
in ate و‎ 3 
0ج‎ x-0 x0 X ۲ 0 


وهذه النهایه غير محدودة ۰ 


وبما أن f(x)‏ > ۴)0(=0 مهما كانت × من الفترة (1,1-) فان للدالة ] قيمة صغرى في 
النقطة ۰-0 وهده القيمة هي 0)=0(£ . 


f{x) 


الشکل )12( 
ملاحظة 6-3-4 
ينتج عن المبر هنة )5-3-4( مباشرة إنه إذا كان f(x) Wall‏ قيمة عظمی في النقطة 
» من لفترة (8,») فانه یکون للدالة (») ۴- قيمة صغری في » والعکس صحیح . 
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تعریف 4 - 3 - 7 
نقول إن للدالة f‏ قيمة عظمی (صغری) مطلقة على الفترة [8,©] في النقطة c‏ 
لذا كان (ع)۲ > )۴)١( > ۲6(( FX)‏ لكل ×من [aB]‏ 
وتوجد القيم القصوی المطلقة لدالة ۶ على الفترة [0,8] -1 باتباع الخطوات التالية : 
1ء نوجد النقاط الحرجة للدالة ۴ على الفترة [aB]‏ ولتکن هذه النقاط : 
Ct,C2,..., GP‏ 0 

2 نحسب f(a), f (Cı) , f )62(,.۰. ۰. , f (cn) , f (B)‏ ۱ 
3 القيمة الكبرى التي نجدها في الخطوة 2 ۰ تکون قيمة عظمی مطلقه للدالة ۶ على الفترة 

[8,»] . والقيمة الصغری التي نجدها في الخطوة 2 تكون قيمة صغری مطلقه للدالة 

. [œP] على الفترة‎ f 


منال 
أوجد القيم القصوی Wall‏ 2 +20 - *» - («)1 في الفترة l-74]‏ 
الحل : 
نلاحظ أن : 
3 2 
کر > 0 2+ x“ -2x‏ 
f(x)= 1 2‏ 
42x42 0‏ 2 
ومنه : 
سک 0۰ : 2-2 
f'(x)=‏ 


13 500 de. 
: 1 3] sgn فالنقاط للدالة ۴ على‎ 
الحرجة للدالة ۴ على لفترة دب | هي‎ 
غير موجودة بالاضافة إلى نقاط‎ £'(0) GY 20 و‎ ۴')1(=0 OY a =1 
فهمي‎ ۴٠ CI =0 الاطراف وهي و ۱ 0-2 أما النقطة 1- التي يكون فيها‎ 


ليست من الفترة | | ونلاحظ أن 
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5 3 5 
f(-— = = = = —}) = — 
( > 7 i f (0) = 2 i f()=1 , (5) 1 


ولذلك فان لهذه الدالة قيمة عظمى مطلقة في الفترة اا تقع في النقطة 0 وهي 
2 - (0) وله Aad‏ صغرى مطلقة تقع في النقطة 1 وهي 1= (1) ۴ ۰ والشكل التالي 


يوضح هذه القيم 5 


الشكل )13( 


مبرهنة 8-3-4 

إذا كانت ۴ دالة مستمرة على الفترة 1 من مجاله . وکانت ‏ نقطة من 1 بحيث 
أن f'(c)=0‏ فإنه : 
1 إذاكانت 0 > f(x)‏ لكل x‏ من 1 فان f(c)‏ قيمة عظمى للدالة f‏ في الفترة J‏ 
2 إذاكانت 0< (×)”۴ لكل × من 1 فان f(c)‏ قيمة صغرى للدللة f‏ في الفترة 1 
البرهان : 

ر نبرهن 1 ونترك 2 تمرينا لأنه يشابه 1. 
ly‏ 0 > ۳6۵ لكل « من 1 وبما أن ۲ هو مشنقة ‏ فإنه ينتج عن (3-24) أن "۲ 
منتاقص على 1 وبما أن f'(c)=0‏ فانه لكل » >« يكون f'(x) < £'(C)=0‏ ولكل 
f'(x) > f'(C)=0 GH x>c‏ وینتج عن )5-3-4( أن للدالة ۴ قيمة عظمى في CO‏ 
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ملاحظة 9-3-4 

من در اسة النهایات والاشتقاق في نقطة » یمکن أن نری بسهولة إنه إذا كانت 8 
دالة ما » وکانت ')١(‏ ع موجودة وموجبة فانه یوجد عدد موجب 8 بحيث أنه لذا كان : 
xı<c > 2 > 8‏ > مده فان g (x2)‏ > (0) ع > g (xı)‏ 
وإذا كانت g'(x)‏ موجودة وسالبة فإنه یوجد عدد موجب 8 بحیث أنه إذا كان : 
c- <x <c > x > 8‏ فان B(xi)> g(c) > g (x2)‏ 


نتيجة 3-4 - 10 


اذا كانت 1 دالة مستمرة على فترة I‏ من مجالها » وكانت » نقطة من 1 بحيث 
أن f'(c)=0‏ ولذا فرضنا أن F"(C)‏ موجودة فإنه : 


1 ۰ إذا كانت (c)>0‏ 2۳ فان dad f(c)‏ صغرى محلية للدالة ] في الفترة 


۰ 
لس 


2 إذا كانت F"(C)<0‏ فان f(c)‏ قيمة عظمى محلية للدالة ۶ في الفترة 
23 إذا كانت 0=( ء) "۴ YW‏ نستطيع الحکم . 
yall‏ هان : 


۰ 
لس 


(c) la 1‏ "۶ موجودة وموجبة فإنه ينتج عن الملاحظة السابقة انه یوجد عدد موجب 

8 بحیث أنه اذا كان : 

f(c) > f'(x) < f'(x) فان‎ c-O< ولا > ۰ ريز‎ > c+ 

اي إنه في الفترة (قبی,قع) المحتواة في 1 لدینا 0 > ( "۲ لكل Geax‏ (,8-ع) و 
۱0( لكل x‏ من (8 ) و di, f'(c)=0‏ فان f(c)‏ قيمة عظمی للدالة f‏ 
بحسب (4- 5-3( . 
2 تبرهن عليه بالأسلوب نفسه الذي برهنا به 1 . 
3 عندما تكون 0 ->(1"6 فانه قد يكون للدالة ] قيمة صغرى في c‏ وقد يكون للدالة f‏ 
قيمة عظمى في c‏ وقد لا يكون للدالة ۴ قيم قصوى في ‏ كما توضح الأمثلة 
الثلائة الواردة بالأشكال التالية : 
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-- oe. 


الكل (14) 


الدالة ير = F(x)‏ تحقق (7”)0 = )0( See ls‏ عظمى في النقطة 0 


الشكل (15) 
الدالة f(x) =-x*‏ تحقق 0-(4”)0-(0)/+ ولها قيمة عظمى في النقطة 0 


f(x) 


الشكل (16) 


الدالة ×4“ ×3 = f(x)‏ تحقق 0 = (۴“)0 > (0)] وليس لها قيمة قصوى في للنقطة 0 
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أمثلة 
٠1‏ استخدم اختبار المشتقة الثانية في إيجاد القيم العظمی والصغرى للدالة 
x + 5 ۱‏ 12 -2ير 3 - تير 2 - F(x)‏ 
الحل > 
لدینا £(x)=6x?-6x-12‏ و ۰ f"(x)=12x-6‏ 
ومنه ID F'(x)=0‏ كان 2-0 2-۰ أي اذا كان 22 آو x=-1‏ ومنه : 
في النقطة 2= , لدینا 0=(ء)'۴ و 0< 18 )"۲ ولذلك فان : ۱ 
fàci) =-15‏ قيمة صغری للدالة ۶ . وفي النقطة 2-1 يه Gal‏ 20 (وه) "] ۱ 
و 0> ۶-18 (:6) "۲ ولذلك فان 12 2 («ع) ۶ قيمة عظمی للدالة f‏ . 
2 استخدم اختبار المشتقة الثانية في ایجاد القيم الحسغری و القیم العظمی للدالة 
f(x) = x" - 8 x + 22 x? - 24 x +4‏ 
الحل : 
Ly‏ أن هذه الدالة كثيرة حدود فانها مستمرة وقابلة للاشتقاق على كل R‏ » ل ذلك فان 
نقاطه الحرجة هي قيم × التي تحقق 0= (×) '۴ »ولكن f'(x)=4x°-24x7+44x-24‏ 
ويكون Latte f'(x)=0‏ یکون 115-60 + :6 - × أي عندما یکون 
(x — 1) (x - 2)(x - 3( =0‏ < ولذلك فان النقاط الحرجه لهده الداله هي 
1 حك دوه , Q=2‏ , 3 = 6۱ 
إن المشتقة الثانية لهذه الدالة هي 4 + f” (x) = 12 x? - 48 x‏ 
ونلاحظ أن : 
0 <8 = (1) "۴ = (رء) ”م ولذلك فان للدالة ۴ قيمة صغرى في النقطة ۰-1 وهذه 
القيمة هي 2-5 (۱)] . 
0 4 = (2) ۲۳ = (وع) "۴ ولذلك فان للدالة ۶ قيمة عظمی في النقطة 22 وهذه 
القيمة هي 4-=)2(£ . 
0 8= (3) ”۴ = (وء) "] ولذلك فان للدللة ] قيمة صغری في النقطة 3-وه وهذه 
القيمة هي 5-=)3(£ 


132 


4-4 دور الاشتقای في دراسة التقعر والاتعطاف 
تعریف 4 - 4 - ,م 

إذا كانت ؟ دالة قابلة للاشتقاق في نقطة ‏ وکان ء1 هو المستقیم المماس لمنحنی 
۲ في النقطة (c,f(c))‏ 
o‏ نقول إن منحنی © محدب عند النقطه ء (أو مقعر نحو الاسفل ) إذاوجد 
جوار I= (c-5,c+8)‏ للنقطةء بحیث أن النقطة (x, f(x))‏ نقع تحت Te‏ 
لكل x‏ من I\{c}‏ 
» نقول إن منحنی ‏ مقعر عند النقطة > (أو مقعر نحو الأعلى) I‏ وجد 
جوار (6+ء,6-ء) I=‏ للنقطة c‏ بحيث أن (x,f(x)) 4 ball‏ تقع فوق 1 
لكل x‏ من fc}‏ 
ونوضح هذا التعريف بالشكلين التالين . 


منحنى الدالة ۴ محدب عند النقطة c‏ منحنى الدللة ۴ مقعر عند النقطة c‏ 
الشكل ( 17) 
٠‏ نقول.إن منحنی + محدب (مقعر) في فترة مفتوحة 1[ إذا كان منحنى f‏ محبباً 
(مقعرا) عند كل نقطة من نقاط 1 . 
٠‏ إن المبرهنة التالية تعطي اختبارا لتحدب وتقعر منحنيات الدوال وسنقبلها بدون برهان 
تاركين لطلاب التخصص البرهان عليها . 
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مبرهنة ب 2-4 
لنفرض أن ۴ دالة قابلة للاشتقاق مرتين على فترة مفتوحة (8,©) <1 . 
1 اذا كانت (») ”۴> 0 لكل ×من 1 فان منحنى الدالة ۶ مقعر في الفترة 1 . 
2 لذا كانت (x)‏ ”۴ <0 لكل × من 1 فان منحنى الدالة ۴ محدب في الفترة 1 . 
3 اذا كانت 0= (×) ”4 لكل × من 1 فان منحنى الدالة ۴ هو خط مستقيم في الفترة 1 


آمئله 
اه بين جهة تقعر منحنی الدالة ‏ 2 + ×4- ×= f(x)‏ 


بما أن هذه الدالة كثيرة حدود فانها مستمر b‏ وقابلة للاشتقاق مرتین على R‏ ولإيجاد 
جهة التقعر ندرس اشارة (×) "۴ حیث لدیتا : 
f'(x)=4x - 12 x?‏ 
(x)=12x?-24x=12x(x-2)‏ ۲۳ 
ونلاحظ لن x=0  امدنع £%x)=0‏ ألو x=2‏ 
والجدول التالي يبين إشارة (») "۴ 


f"(x) 


نری من هذا الجدول أن : (*)”0>4 في الفترة (0,صم) ولذلك فان منحنی ۶ 
مقعر نحو الأعلى في هذه للفترة . 

. في الفترة (0,2) ولذلك فان منحنى ۶ محدب في هذه الفترة‎ 0< f” (x) 

(x)‏ ”0>۴ في )2,0( (-00,0)U‏ ولذلك فان منحنی ۶ مقعر نحو الأعلى في هذه الفترة 


۲ . : 3x+2 
لیکن = (م: أوجد الفترات من مجال ۴ التيیکون فیها‎ 2 
. محدباً وتلك التي يكون فیها منحنی + مقعرا‎ f منحنی‎ 
: dad 


f'(x) = 
(x) 25 


sa ۳ ۰ ۰‏ اس ۳ > 5 
واضح أن الاالة معرقة ومستمرة على (1) ۱ نم ان 3 
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من الجدول نجد انه : 
في الفترة (1 ,ده -) یکون F(x)‏ < 0 ومنحنی f‏ محدباً . 
في الفترة )1,0( يكون () "۶ > 0 ومنحنی 1 مقعرآ . 
تعریف 3-4-4 

إذا كانت ۶ دالة مستمرة في النقطة ‏ فإننا نسمي النقطة (c, f(c))‏ ثقطة انعطاف 
لمنحنى ۴ إذا كان يوجد 5> 0 بحيث تكون جهة تقعر منحنى ۴ في الفترة  (c-8,‏ 
مخالفة لجهة تقعر منحنى ۴ في الفترة (8 + » (c,‏ أي أن جهة التقعر على يسار c‏ تخالف 


الشكل (18) 


ملاحظات 4-4-4 
.1 إذا كانت الدالة ۶ قابلة للاشتقاق مرتین في الفترة (8 ,» ) -1 وکانت c‏ من 1 بحيث 
أن (c, f(c))‏ نقطة انعطاف لمنحنی ۴ فان 0) ۲۷ ۶ 0. 
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ولکن العکس لیس من الضروري أن یکون صحیحا كما يوضح المثال “×= f(x)‏ حيث لدینا 
f‏ مستمرة في للفترة )1 ,1-) =1 و 0(=0) "۲ OS,‏ ۰-0 لیست نقطة انعطاف لمنحنی 


1 الذي له للشکل الاتي ۲ 
f(x) 7‏ 


الشكل ( 19 ) 
به لإيجاد نقاط انعطاف منحنی للدالة ۴ ندرس اشارة (×) ۴ ٠‏ فالنقاط التي يغير 
عندها f” (x)‏ إشارته هي نقاط اتعطاف للدالة ۶ . 


أمثلة 
1 أوجد نقاط الانعطاف للدالة : 2+ ×=(»)؟. 


الحل : 
إن هذه الدالة معرفة ومستمرة على ۸ لأنها كثيرة حدود ولدينا : 


f' (x)=3x? , £'(x)=6x 


إشارة (») ”۴ يبينها الجدول التالي : 


ونرى من هذا الجدول أن (×)“ ۴ تغير إشارته عند النقطة 0 = ۰ ولذلك فان هذه النقطة 
هي نقطة انعطاف لمنحنى f‏ . 
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2 لذاکان 2+ ×4 × = ()] 
فان (») "۴ تغير اشارته عند النقطتين 0 - بء و 2 - وه لذلك فان هاتين النقطتير 
هما نقطتا انعطاف لمنحنی هذه الدالة . 


5-4 دورالاشتقاق في حساب النهايات غير المحددة 
رأينا في مبحث النهايات (الفصل الثاني 6-3-2 ) انه توجد بعض النهايات عند 
لثمویض المباشر Sis‏ صیغا غیر محدد من الشکل اق > اف ieee‏ 
00 


من الاشتقاق في حساب هذه النهايات من خلال قاعدة لوبيتال التالية : 


مبرهنه لویتال @’HOpital)‏ 4 - 5 -1 ۱ 
إذا كانت ۲و ع دالتين قابليتين للاشتقاق في جوار (6,») للنقطة ‏ (يمكن أن 


i . f(x) 
wL as 
T 


=L ع ولذا کان‎ lim f(x)=0=lim a(x) 'وإذا كان‎ 
x 


(6 XC 


lim —— =L أو م - فان‎ to محدود أو‎ 
xe g(x) 
his 
e* -1 EEE 
lim = : احسب النهاية التالية‎ 
۱-0 X 
: gall 


نلاحظ أنه عند التعویض في هذه النهاية تنتج صيغة غير محسددة من الشكل 
ولكن إذا وضعنا 
0-۶-1 و 2*۲( فاننا نجد ان الدالتين yf‏ ع تحققان شروط مبرهنة 


: لوبیتال ولذلك فان‎ ٠ 


, e-1 مب‎ f(x) n F(x) .. e 
جص‎ —_ = = — = ] 
lim = lim ره‎ EM go) و‎ 
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ملاحظات 2-5-4 
|« لقاعدة لوبیتال صيغة ثانية نصها هو التالي : 
إذا كانت ۴ و ع دالتین قابلین للاشتقاق على الفترة (صبم) ولذا كان 0 ۶(" م لكل 


lim f(x) =0=]Jimge(x) ولاا كان‎ a<x 


ولا كان 1= lim‏ حيث L‏ عدد محدود أو co‏ + أو - ص 
xo B (X)‏ 

f(x ۱ 

فان ea‏ الى um‏ 
g(x)‏ مدب »و 


* ویمکن اعادة هذه الصيغة على الفترة X <» Cun (-0o,B)‏ 


o‏ هه ی 


ناه يمكن تطبیق قاعده نوبیتال مرات عديدة منتابعهة وذلك عند تحتق شروطها في كل مرة 
فنجد إن : 


O FO PO‏ ين 
دم IRD a T‏ 1۱۳ 
(x)‏ 6م an BCX) xec B (x) xc‏ 


ج. يمكن تطبیق قاعدة لوبیتال في النهایات الجانبية (اليمين أو الیسار) وذلك عند تحقق 
شروطها . 


د . يمكن تطبیق قاعدة لوبیتال في حال وقوعنا على غاية غير محددة من الشکل  diy‏ 
إذا تحفقت الشروط : 
- ] و ع قابلتین للاشتقاق في جوار c ihal (œB)‏ 
- 80 #«)'ع لكل ×من )2,8( 


lim f(x) = © = lim g(x) z 
2 (6 2 (6 


حيث يكون لدینا في هذه الحالة Laj‏ : 


i f(x) _ 1 f'(x) 
xe 800 دمع‎ g(x) 
: هه في كثير من الاحیان یمکن تحویل الحالات غير المحددة من الشکل‎ 


0 . 0 أو 0 7 œ‏ 3 0° او ”1 او ?00 


lb, -‏ بعملیات جبرية - إلى الاشکال E‏ او 


|8 


حساب تلك النهایات . 
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۱-6 oe 
X—)00 8 
: الحل‎ 
فان التعويضص المباشر في‎ lim e = ] بما ان‎ 
Xoo 
1 


lim 
a 
: وطبقنا قاعدة لوبیتال نجد أن‎ igs ذا وضتنا .۲6۱-۵ و‎ 


۸ 1 
ا ل a O e E‏ 97 
J =e‏ شنم («)ع me UX DEX) x‏ 
۷ 
ee E‏ 
2. أحسب الغاية 3 lim‏ 
۲-0 
الحل : 
بتطبيق قواعد الاشتقاق نجد أن التعويض المباشر في الغايية: 
او a‏ 0 . 
lim 3‏ يؤدي الى الصيغة غير المحددة E se‏ 


x—>0 XxX 


لوبیتال فنجد أن : 


x 2‏ 
-—x*-x-l ۳ 2 ١‏ گم ۱ 
x? x0 3x?‏ 0 
ولکن الغلية لكك tim‏ تودي أيضا إلى الصيغة > ولذلك نطبق قاعدة لوبیتال 
2 ۶-0 
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x 
تؤدي ایضا إلى الصيغة * ولذلك نطبق قاعدة لوبیتال مرة ثالثة فنجد‎ tim ولكن لك‎ 
0و »زر‎ 2 
: ان‎ 
x 2 
0 e* =x“ اا ۳ [ )زر‎ e* -1 e 
۲-0 x? it 3x? jae 6 bits 6 6 
lim _inx اکس الغاية‎ 3 
۲ 4 
: الحل‎ 
التعويض المباشر يؤدي الى الصيغة غير المحددة س ولذلك نطبق قاعدة لوبيتال فنجد‎ 
oO 
1 
In x 
lim د‎ ts lim P = lim (-x)=0 
x-0° x40 — y x—0° 
x 2 
x 
lim x.Inx احسب الغاية‎ ۰ 4 
وب‎ 
: الحل‎ 


التعویض للمباشر يودي الى الصيغة غير المحددة من الشکل 0- ..0 ولکن یمکن 
تحویل هذه الحالة غير المحددة إلى حالة من الشکل ‏ كما يل : 
OO‏ 


1 1 In x 
lim x.Inx = lim We. 
6-0۲ 0 |x 


5 ت ۰ 5 ۰ è - — 00 2. b‏ ل qe‏ 2 ۰۹ : 
ee‏ إلى eS‏ وه Se‏ هه الخارة الأخير لحي 


المثال السابق بالاعتماد على قاعدة لوبيتال فوجدناها تساوي 0 . 


5 احسب الغاية lim {x-Inx]‏ 
x +00 ,‏ 
الحل : 
نلاحظ أن هذه الغاية تؤدي إلى حالة غير محددة من الشكل ه - مه ولكن نلاحظ Lal‏ 
أن: 
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2 
1 
inx ۲ PEA aes‏ . 
ومن قاعدة لوبيتال نجد أن lim — = lim Tax‏ 
1 صمه ی بو x= X‏ 
ولنلك فان ۱ 
م + = ]1-0[ ص + | lim [x-Inx [ = lim x‏ 
معج × وڪ 
٠.6‏ احسب النهاية lim x”‏ 
0ه» 
الحل : 


تودي هذه النهاية عند التعويض المباشر الى الصيغة ”0 6 ومن اجل حساب هذه 


النهاية نضع x"‏ = و فنجد أن In ۷ =x In x‏ ومنه نجد » معتمدين 


على المثال 4 السابق « أن 0 = x‏ هلع lim In y = lim‏ 
x-»0*‏ 0ج بر 
ولذلك فان 1= lim y = lim e" = e‏ 
x-»0 ۲-0‏ 
۰17 احسب النهاية im(1+)‏ 
x‏ سم 
الحل : 
نلاحظ أن هذه النهاية تؤدي للى الشكل ”1 ومن أجل حساب هذه النهاية نضع 
| ۱-۱ فنجد أن : 
X‏ 


۱ 1 1 
lim Iny = lim x.tn(1++) - 3 


X—>0O <o 


وال 
lim ~—*Z‏ = 


x0 1/X 


وهذه تؤدي إلى الصيخة © وبتطبیق قاعدة لوبيتال نحصل على ؛ 
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liminy = lim 


xX x> l Xoo 
x2 
Z i In ۱ 
lim (1+ x)x =e اي آن‎ lim Y = lim © Y =e =e ومنه‎ 
2 وه جب‎ X20 X40 
1 , 
lim )1 + x)x احسب النهاية‎ 8 
2 -( دن‎ 
: الحل‎ 
1 
x 


نلاحظ أن هذه النهاية تودي إلى الصيغة اه لذلك نضع 


(« +1) = ر فنجد أن : 


۲ et . ndi+x 
lim In y= Jim—. In( 1+x) = a 
X> x= X X-on 
1 
i - o o 00 ۰. CA 
lim iny = lim H =0 ان‎ dad وبتطییق قاعدة لوبیتال‎ ia تؤدي إلى‎ 
X=» X poo 
1 
lim (1+x)* = 1 أي أن‎ =e=llimy ومنه نجد‎ 


6-4 رسم منحنيات الدوال 

الخطوات المتبعة في رسم المنحنيات 1-6-4 
إذا طلب منا رسم المنحنى © للدالة (») ۴= ر فإتنا نتبع الخطوات التالية : 

1 نحدد las‏ للدالة f‏ ونوجد الفترات التي تكون فیها ۴ متصله . 

2 نوجد نقاط للنقاطع مع المحاور الإحداثية : 
مع ه : نجعل y=0‏ شم نحل المعادلة ۶0-0 لنوجد منها قیم × الموافقة . 
مع oy‏ : تجعل 20 في المعادلة y=f(x)‏ ثم نحل المعادلة الناتجة لنوجد قيم y‏ 

الموافقة . 

3 نبحب في تماش 0 بالنسبة للمحاور الاحدائية ولنقطة الاصل 0 وذلك للاستفادة من 

خصائص التمائل في اختزال مجال pall‏ اسة : 
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التمائل بالنسبة للمحور ×ه : 

ادا كان (×)۴ - = (×)] اکل x‏ من مجال f‏ فان منحضی © یکسون Wile‏ 
بالنسبة للمحور ox‏ . أي أن شکله فوق المحور ox‏ يمال شکله تست المصور OX‏ 
ولالك یمکن رسم جزء © الواقم فوق ox‏ (من خلال الدراسة) ثم نستفید من التمانل في 


. Ox تحت‎ ail SIC رسم جزء‎ 


الشکل (20) 
التماثل بالنسبه للمحور oy‏ : 
ادا كان f(-x)=f(x)‏ لكل x‏ من مجال © فان المنحنی © يكون متماناد بالنسبة 
للمحور oy‏ أي أن شکله على يمين المحور Bla oy‏ شکله على يسار المحور oy‏ 
ولذلك یمکن رسم جزء ‏ الواقم على یمین ۷ه نم نستفید من التمائل في رسم جزء C‏ 
الواتع على يسار له . 


الشكل (21) 


التمائل بالنسبة لنقطة الاصل 0 : 

إذا كان f(-x)=-f(x)‏ لكل x‏ من مجال f‏ فان المنحنى C‏ يكون متمائلا بالنسبة 
لنقطة مبدأ الإحداثيات 0 ويكون شكله في الربع الأول (الثاني) من مستوى الإحداثيات 
مماثلا لشكله في الربع الثالث (الرابع) على الترتيب من هذا المستوي . 
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ولذلك یمکن رسم جزء © الواقع في الربع الأول (الثاني) من مستوی الإحداثيات والاستفادة 

من التمائل في رسم جزء © الواقع في الریع الثالث (الرابع) . 

4 نبحث عن المستقيمات و المناحي المقاربة LS)‏ ورد هي ثالثا) . 

5 نوجد النقاط الحرجة للدالة 4 وهي النقاط التي تحقق المعادلة 0= SP)‏ 
f'(x)‏ غير موجودة وداك من اجل ایجاد القیم القصوی المحلية ثم ندرس اشارة f'(x)‏ 
لتحدید الفتر ات التي تکون فیها f(x)‏ متزايدة ( ۶۳00 > 0) والفترات التى, ينون فیها 
fx)‏ متناقصة (0> (f(x)‏ وننظم بذلك جدولا نبین فيه النقاط الحرجة وفترات تزاید 
وتناقص f(x)‏ كالجدول للتالي : 


6 نوجد الفترات التي یکون فیها © مقعرا (0 < (F(x)‏ والفترات التي یکون فیها © 
محدبا (0 > (F(x)‏ ونوجد نقاط الانعطاف وهي النقاط التي یکون فیها 0 2 () "۲ 
و (*)”4 يغير إشارته latte‏ . 

وننظم بذلك جدولا نبین فيه إشارة (x)‏ "۲ کالجدول التالي : 


1 ارسم منحنى الدالة 4 + f(x) = - x + 6x? -9x‏ 
الحل : 
ه إن clas‏ هذه الدالة هو Ro‏ وهي مستمرة على R‏ لانها دإلة كثيرة الحدود . 
o‏ التقاطع مع المحاور : 
مع ox‏ : نجعل 2-0 (×) f‏ فنجد أن 4-0+ي 62-9 + تير 


أي أن 0= (4 + ×) ”(1-») ومنه x=]‏ أو x=4‏ 


ونقاط التقاطع هي : )1,0( , )4,0( 
مع oy‏ : تجعل 0= × فنجد ان 4 > بو ونقاط abla‏ هي : )0,4( 
٠‏ التماتل : نلاحظ أن (6 f‏ 4 + ني و + f (x) = x + 6 x?‏ فهي غير متمائل بالنسبة 
ل oy‏ . كذلك فان f(x) #-f(x)‏ فهي غير متمائل بالنسبة ال ox‏ وبالتالي 
فهي غير متمائل بالنسبة لنقطة الاصل 0 . 
» التقعر والانعطاف : 


f" (x) = - 6 x + 12 


»-2 عند‎ 6")2(-0 ofi 


ونلاحظ من هذا الجدول ان منحنى هذه الدالة يمر بنقطة انعطاف عند 2= « OY‏ 
(x)‏ "۴ يغير إشارته عندها وهذه النقطة هي (2,2) 


o‏ الرسم 
الشكل (22) 
2 ارسم منحنی الدالة ‘Jele.‏ 
رسم منحبی ی / 
الحل : 


» إن مجال هذه الدالة هي (1-)21 وهي مستمرة في جميع نقاط مجالها لأنها دالة كسرية 
بسطها ومتامها كثيرة حدود . 
o‏ التقاطع مع المحاور : 
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x-i 


: نجعل Jad y=0‏ 0= ومنه ]= 
مع 0 x+1 an Cd‏ > : 
ونقاط التقاطع هي : )1,0( 
مع oy‏ : نجعل 0= x‏ فنجد ان y=-1‏ ونقاط التقاطع هي : (1-,0) 


: التمانل‎ o 
f(x) لان (10- عد‎ ox غير متمائثل بالنسبة للمحور‎ 
f(-x) # f(x) لان‎ oy غير متمائل بالنسبة للمحور‎ 
f(-x) + -f(x) OY غير متمائل بالنسبة لنقطة الأصل‎ 

: والقيم القتصوی‎ f(x) النقاط الحرجة وإشارة‎ o 


f(x) = ستل‎ > 0 ۷ x 


لا يوجد نقاط حرجه للدالة f(x)‏ ولذلك فليس له قيم قصوی . 


o‏ التقعر و الاتعطاف 


ليس للمنحنی نقاط انعطاف لان ۶0( "۲ 


s 
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الشکل ( 23 ) 


رصم منحنيات بعض الدوال الأسية 2-7-4 

y=f(x)=e" ارسم منحنى الدالة‎ ol 

الحل : 

* ان مجال هذه الدالة هو ۸ ومداها هو ۸ وهي مستمرة في جميع نقاط مجالها لانه لكل 
ae R‏ لدینا : 


limf(x) = lim e* =e" =f(a) 


xa x-+a 
: التقاطع مع المحاور الإحداثية‎ o 
ولذلك فان‎ fa نجعل 0= ر فنجد أن 0 وهذه المعادلة غير محققة‎ : ox مع‎ 
. OX المحور‎ ahi منحنى هذه الدالة لا‎ 
)0, 1( : فنجد أن 21 ۷ ونقاط التقاطع هي‎ x=0 نجعل‎ : py مع‎ 
> التمائل‎ o 
(6؟‎ ۶-60 OY ox غير متمائل بالنسبة للمحور‎ 
F(-x)*f(x) لان‎ oy غير متمائل بالنسبة للمحور‎ 
] ) -( «۶ - ۴ )×( GY غير متمائل بالنسبة لنقطة الاصل‎ 
: الفروع اللانهائية و المستقیمات و المنحنیات المقاربه‎ « 
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Jim f(x) =%‏ ولذلك یوجد لمنحتی f(x)‏ فروع لانهائية . 


lim f(x) =0‏ ولذلك فان المحور Ox‏ هو خط مقارب لمنحنی هذه الدالة . 

: والقیم القصوى‎ f'(x) النقاط الحرجه و اشارة‎ o 

f(x) = "م‎ < 0 VxeR 
نقاط حرجة ولذلك فليس له قيم‎ f (x) ولنلك فان منحنی هذه الدالة متزايد ولیس للدالة‎ 
. قصوی‎ 
ه التقعر و الانعطاف:‎ 

f"(x) = <0 VxeR 

ولذلك فليس لمنحنى f(x)‏ نقاط انعطاف f(x) 0 GY‏ وتقعره نحو الأعلى F(x) GY‏ >0 
o‏ الزسم , 


الشکل )24( 
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2 ارسم منحنی الدالة y=f(x)=a™‏ حيث 5 > 0 
الحل : 
* إذا كانت a=]‏ فان y=f(x)=1‏ هو دالة Cul‏ ورسم منحناه هو : 


الشکل (25) ۱ 
* اذا کانت 1 فان منحنی هذه الدالة يشبه تماما منحنی الدالة “ه = ر غير أن تقعره 
يزداد كلما ازداد العدد a‏ . 


لشکل )26( 


* ادا كانت 1 >2 > 0 فان 
a“ . In a <0‏ = ۶۰60 
f(x) = a“ . (In a)” > 0‏ 


لذلك فان منحنی y=a*‏ في هذه الحالة ستكون منتاقصة وتقعره نحو الأعلى ورسمه هو : 
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(0.1) 


الشكل )27( 
1 
و ارسم منحنى الد اه × y=f(x)=e‏ 


الحل : 
ه إن مجال هذه الدالة هو (21)1 وهي مستمرة في مجالها . 
o‏ التقاطع مع المحاور الإحداثية : 

مع ox‏ : لا یوجد نقاط تقاطع OY‏ 0= ر تعطي 0 ayes‏ لس مخ 

مع 0۲ : تجعل x=0‏ فنجد أن y=e‏ ونقطة التقاطع هي e)‏ ,0( . 
o‏ للتمانل : 

منحنى هذه الدالة غير متمائل بالنسبة لأي من المحاور وكذلك بالنسبة لنقطة الأصل. 

: والقيم القصوی‎ f'(x) النقاط الحرجة وإشارة‎ o 

f" (¢) = eî. 1 
(x-1) 


فالدالة متزليدة في )1 ,00-( وفي )1,0( ولیس له قیم قصوی ated‏ وجود نقاط حرجة . 
o‏ التقعر و الانعطاف > 


<0 VxeR\{I} 


و + 2 - 


at 
f" (x) =e ٠ 0 


ونلاحظ أن 60-0 "۴ عندما ۳ 


والجداول التالية تبین إشارة کل من f'(x)‏ و (2)”+ : 
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ویتضع من الجدول الاخیر أن منحنی الدالة یغیر جهة تقعره عند النقطة e”)‏ 


o‏ الرسم 


الشكل ( 28) 


رسم منحنیات بعض الدوال اللوغارتمية ‏ 3-6-4 
ol‏ ارسم منحنی الدالة y=f(x)=Inx‏ 
الحل : 
o‏ إن مجال هذه الدالة هو R‏ وهي مستمرة على هذا المجال . 
o‏ لتقاطع مع المحاور : 
مع ox‏ : نضع y=0‏ فنجد Inx=0‏ ومنه X=]‏ . 
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مع oy‏ : لا يتقاطع مع هذا المحور x=0 GY‏ ليست من مجال هذه الدالة . 
o‏ التمانل : 


منحنی هذه الدالة غير متمائل بالنسبة لاي من المحاور وكذلك بالنسبة لنقطة الاصل . 
blii o‏ الحرجة و اشارة f'(x)‏ و القیم القتصوی > 
0< 1 = (») “+ لكل x‏ من مجال هذه الدالة الذي هو R*‏ ولذلك فان هذه الدالة 
4 
متزايدة دوماً . 
o‏ التقعر والانعطاف : 


<o‏ = )”م لكل x‏ من مجال هذه اندالة » لذلك فان منحنى هذه الدالة یتقصر 
x‏ 


نحو الاسفل و لا يمر بنقاط اتعطاف . 


۲ الرسح‎ o 


الشکل )29( 
ملاحظه : بالاعتماد على مفهوم الدالة العکسية » وبمعرفة أن الدالة (x) =In x‏ ۴ هي الدالة 


العكسية للدللة f(x) =e"‏ . وبمعرفة منحنی “© - f(x)‏ ۰ یمکن أن نرسم مباشرة منحنی 
× ما > f(x)‏ الذي نراه في الرسم أعلاه . 

y = f (x) 21082 x ارسم منحنی الدالة‎ 2 

: Jal 


: في للمثال السابق یمکن أن نجد بسهولة أن‎ LS 
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مجال هذه الدالة هو R*‏ وأنه لا يتقاطع مع المحور oy‏ وینقاطع مع المحور ox‏ في للنقطة 
)1,0( . 
1 


وأن f'(x) = e‏ لکل x‏ من مجال هذه الدالة ولذلك فان منحنى هذه الدالة 
x‏ 


متزاید دوما ولیس له نقاط قصوی وبما أن : 0 > سس = f” (x)‏ فان منحنی هذه 400 
x° In‏ 

مقعر نحو الاسفل و لا يمر بنقاط انعطاف . 

الرسم : 


الشکل (30) 


نمرین > 
ارسم منحنی الدالة = log, x y=f(x)‏ 
2 


3 ارسم منحنی الدالة ‏ )2+ y=f(x)=In(x?‏ 
الحل : 
o‏ مجال هذه الدالة هو ۸ وهي مستمرة على هذه المجال . 
۰ التقاطنع مع المحاور : 
مع OX‏ : نجعل y=0‏ فنجد In(x?+2)=0‏ وهذه المعادلة غير محققة مهما 
كانت × . 


مع oy‏ : نجعل 0=× فنجد y=In2‏ فنقطة التقاطع هي (2 صا ,0) . 


۰ التمانل : 
اذا بدلنا x‏ ب -x‏ نجد أن الدالة لا يتغير ولذلك فان منحنی هذه الدالة متمانل 
۰ النقاط الحرجه و اشار ة f'(x)‏ و القیم القتصوی : 


ونلاحظ أن ۶۰۵-0 عند x=0‏ وهي نقطة حرجة لهذه الدالة . 


ص + 0 ص - xX‏ 


من هذا للجدول نجد أن للدالة f(x)‏ قيمة صغری عند 0 = × وهذه القيمة هي "!= (0) ؟ 
2 ۱ 
o‏ التقعر والانعطاف > 


ونلاحظ أن ۶۰0-0 -2x7+4=0 Lae‏ أي عندما x= tJ2‏ وجدول اشارة 
F(x)‏ هو : 


من الجدول نجد أن منحنی هذه الدالة یتقعر نحو الاسفل في الفترة (—œ,— V2)‏ وفي الفترة 
(V2,+0)‏ وهو یتقعر نحو الأعلى في لفترة (2,۷2/-) ویمر بنقطتي انعطاف هما: 
)2,104( و (J2,1n4)‏ 
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آلرسم : 


الشکل (31) 


تمارین 
ه في التمارین 1 إلى 5 ۰ بين أن كان يمكن تطبیق مبرهنة فیرما على الدالة المعطاة أم لا 
. وأوجد النقطة c‏ الموافقة . 
f(x)=-x?+2x+3 5‏ في الفترة [3,3-] 


2 22-3 - هبر = (x)‏ ] في الفترة [2,2-] 
f(x) = — 3‏ في الفترة ]1,1-[ 
f (x) = |x| 4‏ في الفترة ],1-[ 

[-2,1}] في الفترة‎ f(x) = x +] 05 


ه في التمارین 6 إلى 10 »برهن على أن للدالة ۴ تحقق شروط مبرهنة رول وأوجد ء 
التي تحقق 20 () "1 . 

6 . ۰ - برع( على الفترة [0,1] 

]-2,3[ على للفترة‎ f(x) = ( 3x’ 7 

f(x)=x?-3x +5 8‏ على الفترة ]0,3[ 

]0,2[ على الفترة‎ f(x) =x" (x-2) .9 

0 3+2 -۲0(<۶ على الفترة [1,2) 
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» في التمارین 11 إلى 15 › برهن على أن الدالة ۴ تحقق شروط مبرهنء التزایدات 
المحدودة ( لاغر انج ) وأوجد لنقاط ‏ الموافقة . 
f(x) =3 -4x Vx ell‏ على الفترة ]1,4[ 


[1,8] على الفترة‎ f(x)= x? 12 
[0, 3] على الفترة‎ f (x) = x? -x ۰13 
[2,3]  هةرتفلا على‎ f(x)=3(x +2) -14 


f (x) =x? -3x? 43x41 5‏ على الفترة [2,2-] . 
© في التمارین 16 ای 20 > أجب على المطلوب في کل تمرین . 


+1 ; << 1 


۳ >- ت“‎ « o a x 
عين الثوايت 2 و طو © حتى تحصق هذه‎ f{(x)= 2 لیکن‎ 6 
ax“ + 9 + 6 ; xXx > [1 


الدالة شروط مبرهنة رول على الفترة ]4 ,0( . 
7 إذاكان 38 + × =m x” - 4 )m-1(‏ (ب] حیث ‏ عدد ع 0 . 
برهن على أن الدالة م4 تحقق شروط مبرهنة لاغرانج على الفترة [1,3] مهما كانت 
م و أوجد ‏ الموافقة . 
8 لتكن ۴ دالة [f9] > M Gis‏ لكل x‏ من [a,b]‏ استخدم مبرهنة لاغرانج 
لتبرهن على أن : M (b-a)‏ < |(ھ) ۴ - (۶)0 | 
واستفد من ذلك في إيجاد حد أعلى و حد أدنى لقيمة 01 مستخدم ا الدالة 
F(x) = Vx‏ على الفترة ]101 ,100[ . 
9 استخدم نظرية رول لتبرهن على أن للمعادلة =1-×x ٠:‏ × مه) جذرا يقع في الفترة 
)0,1( . 


2 . 
f(x) = x“ —2x sxe 2 ليكن‎ .0 
l ; X=2 


هل تحقق هذه الدالة شروط مبرهنة لاغرانج على الفترة ]1,5[ وهل یوجد c‏ من )1,5( 


f(5) - f(1) 


e ۵» 
EF بحیث یکون‎ 


€ f"(c)= 
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» في التمارین 21 إلى 25 aa gk‏ فترات التزايد وفترات التتاقص للدالة ؟ 


2 
؟‎ )( . 22 f (x) = x? - 3x? +2 ۰ 21 
x +1 
f(x)=—_ . 24 £ (x) = x! - 243 41 » 23 
x -4 
f (x) = (x-1} (x-3) . 5 


. في التمارين 26 إلى 30 ۰ أوجد القيم القصوى المحلية للدوال المعطاة‎ ٠ 


x? 


x? +1 
f (x) = 3x - 4x? . 29 t(x) = x? - 3x? + 3x - 28 
{(x)=x Jl-x? . 0 


« في التمارين 31 إلى 35 ۰ استخدم اختبار المشتقة الثانية لتحدد نوع القيم القصوی للدوال 


f(x)= 


. 27 f (x) = x3 - 3x ; . 6 


. المعطاة‎ 
f (x) = x? - 32 -2 32 f (x) = -4x? + 3x -1 31 
f(x) = 2ع‎ ۰34 f (x) فيرع‎ + =x 33 
f (x) = (x? -1) 035 


« في التمارین 36 إلى 40 ۰ وجد الفترات التي یکون فیها منحنى الدالة مقعرا نحو الاعطی 
وتلك التي یکون فیها مقعرا نحو الاسفل . وعین نقاط الانعطاف ( إن وجدت ). 


y =x? + 3x?- 9x 037 f (x) = -4x? -8x +3 036 
f(x) =3 x* - 4x 39 f(x) = 38 
I+e 
,2 
E a 40 
X 


« في التمارین 41 إلى 45 ۰ أستفد من قاعدة لوبیتال في ایجاد للنهایات المطلوبة . 


۱ _ Inx l 
lim x In| Inx | 42 lim—— ۰41 
۴ x= X~] 
mo املد‎ . 44 im (1+2) . 3 
x=]  - 1 x40 x 
lim x5" * . 45 
x—>0° 
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» في التمارين 46 إلى 50 ۰ أوجد المستقیمات المقاربة ( والنقاط المقاربة ) لمنحنیات الدوال 


المعطاة 

(ela .7 Pe ی‎ .6 

x-] 3x-1 

x| x | 3 - × 
f(x = ° 49 f = ° 48 

9 x? +] 09) 4-x 

x 
f(x)= ° 50 

۲ = (x +1)? 

. آرسم منحنیات الدوال المعطاه‎ ٠ 0 في التمارين 1 إلى‎ » 
f (x) = In (x? - 3x +2) . 52 f (x) = 3x‘ - 4x? -51 

2 
ا‎ . 4 f(x) =— ۰53 

x +1‏ 4 + بر 
1 
f(x) =e =? 6 (x) e* - 2 e* 255‏ 
PO il ° 7‏ 58 ۰ = ما = f(x)‏ 
زر 
= 2 

rje . 60 f(x) =In X= . 59 

4-x x+2 
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ثانیا : التطبیقات العملية والاقتصادية للاشتقاق 
للمشتقات دور کبیر في حل مسائل نصادفها في الحياة العملية وفي العلوم الاخری › 
وسنعرض Led‏ يلي بعضا من المسائل العملية التي نستخدم المشنقة في حلها . 
4 - 7 إيجاد القيمة التقريبية لجذور معادلة من الشکل 0 = f(x)‏ 
( تقریب نیوتن - رافسون (Newton-Raphson‏ 
نحتاج في حیاتنا العملية لحل معادلات من الشکل f(x) < 0  :‏ 


مكل : 0= x? +2 x-1‏ 
x? + × - 2 × .-5 0‏ 
0= ا جك تيع 
xX‏ 
أو غير ذلك ... 


وحل المعادلة 0= F(x)‏ معناه إيجاد الأعداد ء التي تحقق 0= f(c)‏ . نسمي الأعداد c‏ 
هذه بجذور المعادلة 0= F(x)‏ أو أصفار الدالة f(x)‏ . 

وفي حل معادلة من الشكل 0= F(x)‏ نتعرض لسؤالين : 

الأول هو : هل يوجد جذور لهذه المعادلة ؟ 

الثاني هو : إذا كان لهذه المعادلة جذر 6 فكيف توجد ء ؟ 

وللإجابة على هذين السؤالين نلاحظ أنه إذا كانت f(x)‏ دالة مستمرة على الفترة B]‏ به] حيث 
a > 8‏ وكانت f(x)‏ تغير إشارتها في هذه الفترة فان منحنيه يقطع المحور ox‏ في 
نقطة واحدة على c UNI‏ ويكون F(c)=0‏ أي أن العدد c‏ يكون جنرا 
للمعادلة ۶0-0 ويقع هذا العدد c‏ بين »و B‏ ولكن ما هو هذا العدد ؟ 


الشكل ( 32) 
قد لا نستطيع إيجاد القيمة الدقيقة للعدد 6 ولکننا نستخدم طريقة نیوتن - رافسون في ایجاد 
قيمة تقريبية للعدد » ونلخص هذه الطريقة Lay‏ يلي : 
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تختار نقطة معلومة ,× من ox‏ قريبة من ء وننشئ المماس Ly‏ لمنحنضي f(x)‏ في 
النقطة ((۱)] abis (xi,‏ المحور ox‏ في نقطة x2‏ ( أقرب إلى © من (x1‏ 
ننشئ المماس Lo‏ لمنحني f(x)‏ في النقطة ( (x2, ۴ (x2)‏ فيقطع المحور ox‏ في نقطة x3‏ 
( أقرب إلى »© من 2× ) ... وهکذا نحصل على المتتالية : 

a el‏ و RI RT ease‏ و 
التي تقترب من ء . وتوجد علاقة تربط بين Xn‏ و Xn‏ تسهل علينا عملية التعرف على قيم 
النقاط ... Xi, X2, ..., Xn,‏ نحصل على هذه العلاقة كما يلي : 


الشكل (33) 


إن معادلة المماس المار من النقطة ((ہ×) (Xn, f‏ هي : y — f (Xn ( = f’ (Xn) ( X- Xn)‏ 
وهذا المماس سيقطع المحور Ox‏ في النقطة )0 (Xn‏ ولذلك فهذه النقطة تحقق معادلته » أي: 
f (Xn ) = f’ (Xn) (Xn+1 —Xn)‏ — 0 


f(x.) 
f'(x.) 


ومنه نجد أن : 


Xml 7 Xn - 


وهکذا نجد xa‏ القريبة من c‏ بقدر ما نرید . 

ولکن لهذه" الطريقة بعض العیوب نذکر منها : 

- يمكن أن نجد في بعض الحالات أن 0 > (م»)'۴ . 
- قد نجد أن ,بع« أبعد من xn‏ الى ء أي أن المتتالية التي ننشئها تبتعد عن © . 
وقد وجد أن هذه العيوب تزول بتحقق الشرط التالي : . 


160 


f(x). 1" 0‏ حيث نختار ,× على یمین © لو على يسارها بحیث يتحقق هذا لشرط 
كما توضح الأمثلة التالية : 


مثال 

برهن على أن للمعادلة 0 = 3 - × جذرا في الفترة ]1,2[ وأوجد قيمة تقريبية لهذا 
الحل : 

إن 3- ”× = f(x)‏ دالة مستمرة على الفترة ]1,2[ وهي تغير إشارتها في هذه 
الفترة GY‏ : 0> (۴)1 و ۴)2(<0 . إذن يوجد لهذه المعادلة جذر في هذه الفترة . 
نوجد (×) f”‏ ثم نحسب EDE)‏ و (2(.۴]")2)] لنری أيها تكون موجبة : 
f'(x) = 2x‏ و 2=(») "۴ منه نجد أن 0> (1) "£ (۴)1 بینما 0 < (۴”)2 (۴)2 WI‏ 
x, =2 Sab‏ فتکون : 


f(x, ) 1 7 
ويج‎ = 5 = 2- = — 
ee (x) 4 4 

7 1 
fG =f 27 = ے‎ 
(x2) (7) T 

1 

f(x) 7 16‏ 
4 - £16 = 2ک ير د و 
Fx) 4 7‏ 

2 


f{x3) 0‏ 
ولذلك فان 1.73214 < وه وهي قيمة الجذر المطلوب . 
تمرین : برهن على أن للمعادلة 20 1-×+ 2+ × جذرا في الفترة [1 ,0] وأوجد قيمة 
تقريبية لهذا الجذر . 
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8-4 المشتقه کمعدل في التغیر وتطبیقاتها 
معدل التغیر الآني 4 - 8 - 1 
اذا كان fasta y = f(x)‏ ما وتغيرت »× من a‏ الى ath‏ فان y‏ ستتغیر 


من f(a)‏ الى f(ath)‏ ويكون (ath)-a=h‏ هو مقدار تغير x‏ عند a‏ بينما 


(ع) ۶ - (۸+ f(a‏ هو مقدار تغير y‏ عند ۾ وتكون نة : ORO‏ هي نسبة تغير 
مه a‏ 


بو إلى تغیر × عند a‏ فمثلا لو كان y=?‏ وتغیرت × من 1 إلى 2 فان y‏ تتغیر 


من 1 إلى *2 وتسية تغير y‏ إلى تغير × هي 2-4-3 بينما لو تغيرت × من 3 إلى 2 
4-9 
2-3 


فان نتغیر من 9 إلى 4 ونکون نسبه تغير y‏ إلى تغير X‏ هي 5= 


والنسبة oe‏ تمثل كما رأينا ميل المستقیم القاطع لمنحنی الدالة («) ۶ والمار من 


((a +h), f(ath)) و‎ (a, للنقطتین ((2)؟‎ 


الشکل )34( 


: 5 ا‎ - , f(ath)-f 
)۶ أو للدالة‎ ( y ورزر تمثل معدل التغير الاني ( النقطي ) للمتغیر‎ FERRETS) وان‎ 


. ۲۳ (a) وقد رأينا أن هذا المعدل هو‎ ca في النقطة‎ x بالنسبة للمتغير‎ (x) 

اس ۱ d ۰ ۰ ela‏ ج 
ویشکل عام dl‏ (»)'۴='ر= يمثل معدل التغير الأني في y‏ بالنسبة الى × في أي 
نقطة x‏ وهذا المعدل يتغير من نقطة إلى أخرى فقد يكون موجبا وقد يكون سالبا . وفي 
حال كونه موجباً يكون y‏ متزايد كما سبق أن رلينا . 
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ولمفهوم معدل التغیر الآني في y‏ بالنسية الى × ( الذي هو المشتق ) تطبیقات عملية 
عديدة في الحياة الاقتصادية نذكر منها ما يلي : 


المعد لات المترابطه 2-8-4 
في كثير من المسائل نجد دوال »ترابطة Lad‏ بینها عن طريق الزمن كما هو 
الحال في مسائل السرعة والتسارع في حركة الاجسام . 
فإذا كان A‏ متحرکاً يسير على خط مستقیم احدائیته في للحظة t‏ هي x(t)‏ واحدانیته 
في للحظة tth‏ هي th)‏ :)ا فان نسبه التغير في المسافة إلى الزمن هو 
<( وهذه النسبة تعبر عن السرعة المتوسطة لهذا المتحرك والنهاية 
lim eR aE oe AO)‏ تعبر عن السرعة الآنية لهذا المتحرك في اللحظة ؛ . التي يرمز 


0ج 


لها بالرمز v(t)‏ أي أن : 


v (t) = lim = x " (t) 


x(t + h)—x(t) 
h—0 h 
- t وهذه ااسر عة هي دالة بالزمن‎ 


v(t + = v(t) =v'(t)=x’(t) Ll 


t في اللحظة‎ A فإنها تعبر عن تسارع المتحرك‎ lim 
۱ مثال‎ 
: یتحرك على خط مستقیم بحیث أن وضعه في اللحظة 1 هو‎ A جسم‎ 
x )۱( 2۱7 - 12 1 + 36 ۱-7 
. ادرس حركة هذا الجسم‎ 
, + الحل‎ 
لندرس حركة هذا الجسم من 1-0 إلى 1-10 إن موقع الجسم في لحظة انطلاقه‎ 
.وان‎ x(10)=133 هو‎ t=10 وان موقع الجسم في اللحظة‎ . x(0)=-27 هو‎ 
: السرعة الآنية لهذا الجسم أثناء حركته هي‎ 
v (t) = x ' (D = 30-24 t + 36 = (t-2) (1-6) 
: v(t) حركة هذا الجسم ندرس لشارة‎ Age وللتعرف على‎ 


ومن هذا الجدول نری أن المتحرك انطلق في اللحظة t‏ باتجاه ما. على الخط المستقیم 
واستمر هذا الاتجاه حتی اللحظة t=2‏ حيث عکس اتجاهه وعاد من حیث أتى حتی اللحظة 
6= حيث عاد من ane‏ لیأخذ الاتجاه الذي انطلق به . 

ندرس الآن تسار ع هذا الجسم لنتعرف على طبيعة حرکته : - 


2 )( > (t) = 6-24 = 6 (t-4) 


نتعرف على إشارة هذا التسار ع 


ومن هذا الجدول نری أن هذا الجسم ینطلق في اللحظة t=0‏ بسرعة 22/5 36 = (0) ۷ ثم 
تخامدت سرعته حتی ihalli‏ 4 -؛ حیث بلغت m/s‏ 2-12 (4) ۷ حيث كان الجسم فسي 
هذه اللحظة بتجه بالاتجاه المخالف لانطلاقه. ثم بعد هذه اللحظة تبدأ سرعة هذا الجسم 


بالتزايد. 


الحدية في الاقتصاد 4 -8- 3 

o‏ إن موضوع المعدلات ومعدلات التغير الذي بحتناه قبل تليل » يلعب دورا هاما في 
التطبيقات الاقتصادية حيث نجد هذا الموضوع عند الاقتصاديين تحت اسم الحدية : 

ونجد المعدلات والحدية في مسائل شتى مثل : 

- معدل التكلفة لسلعة ما والتكلفة الحدية لها . 

- معدل الدخل لمؤسسة ما والدخل الحدي لهذه المؤسسة . 

- معدل الربح لتاجر وربحه الحدي . 

- معدل الإنتاج والإنتاج الحدي. 

- معدل الاستهلاك والاستهلاك الحدي . 

إلى غير ذلك من المسائل الاقتصادية الكثيرة . 
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ومن أجل فهم دور المشتقة في معالجة مثل هذه المسائل الاقتصادية سنقدم شسرحا نظريا 

موجزا لواحدة من هذه المسائل المتمائلة نم نتبع ذلك بعدد من الأمثلة المتنوعة . 

* إذا كانت التكلفة الكلية في موسسة لنتاجية ترتبط بعدد لوحدات للمنتجة في هذه الموسسة 
بدالة تکلفة هو (x)‏ 4 حيث × هو عدد الوحدات المنتجة فانه عند تغير عدد الوحدات 
المنتجة مقدارا قدره AX‏ . 

تکون التكلفة الكلية قد تغیسرت مقدارا قدره Ax) - fx)‏ + )۴ وتعبر النسبة 


f(x + Ax)—f(x) 
Ax 


تکلفة الوحدة المنتجه الو baal‏ . 


عن متوسط التغیر في التكلفة الكلية ۰ كما آنها تعبر أيضا عن مقدار تغیر 


Ul‏ النهاية 13 فانها تعبر عن التغیر الأني أو الحدي للتكلفة وهذه 


im Lt AXE OD 
Ax—0 Ax 
یسمی عند الاقتصادیین بدالة‎ ۴١ )×( كما زأينا . ولذلك فان الدالة‎ ۴ (x) لنهاية تمثل مشتقة‎ 
. قانها تعبر عن معدل التكلفة‎ FOO التكلفة الحدية . آما النسبة‎ 
2 
: إذن لدینا المفاهیم التالیه‎ 
التكلفة الحدية.‎ - +“ (x) معدل التكلفة و‎ = FOO دالة التكلفة فان‎ = F(x) إذا كان‎ 
2 
هو معدل الدخل‎ ROO دالة الدخل فان‎ R(x) وبشكل مشابه نجد أنه إذا كان‎ 
x 


و R(x)‏ هو الدخل الحدي وهکذا . 


أمثلة 
1 شركة صناعية تنتج أجهزة كمبيوتر عددها x‏ في كل أسبوع وبينت الدراسة أن : 
دالة التكلفة كان :2 + 3000 = ء 
دالة الدخل كان X? R=10x-‏ 
۱ 500 
وبالتالي فان دالة الربح هو P=R-c‏ 
فإذا كان الانتاج یزداد بمعدل 100 جهاز في الاسبوع في لحظة انتاج 0 جهاز . فاوجد 
معدل التغیر للتكلفة و الدخل وللربح في تلك اللحظة . 
الحل : 
ان كمية الإنتاج x‏ ترتبط بالزمن t‏ كما ورد في النص أي أن x=x(t)‏ 
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یکون فیها x=1000‏ هو 100 
dx‏ 


ای A‏ 100= سب 
د ۱-00 dt‏ 
والمطلوب هو معدل التغير الآني ( الدالة الحدي) لكل من التكلفة e‏ و الدخل والربح . 


إن » يرتبط ب × و × يرتبط ب t‏ والمطلوب هو ©© 


وبحسب قاعدة السلسلة يكون : 


وفي اللحظة المطلوبة يكون : 
0 = 2100 < 5 
dt 0‏ 
أي أن معدل التكلفة في لحظة إنتاج 1000 جهاز هو 200 . 
Li‏ معدل تغير الدخل الآني ( الدخل الحدي ) فهو : 
لمكا دل ( _ dR _ 4 dx‏ 
dt dt 250° dt‏ 
وفي اللحظة المطلوبة یکون الاخل الحدي : 
600= 10| سا تب 
dt |x » 1000 250‏ 


dp _ ۵ de و رون‎ d 


a a di 250 dt at 
x . dx 
a(s=— 
( 250 dt 
: وفي اللحظة المطلوبة يكون الربح الحدي‎ 
هل‎ cg 1000) 100 =400 
dt jx -1000 250 


ID 2‏ علمت أن دالة لتکلفة الكلية © یتعلق بعدد الوحدات المنتجة × وفق العلاقة التالية 


C= 400x - = x? 
150 


آوجد التكاليف الحدية عندما یکون حجم الانتاج تسم وحدات . 


إن دالة التکالیف الحدية هو : C' = 400 - = x!‏ 
وعندما یکون حجم الانتاج تسع وحدات یکون 181.3= )9( — - 2400 C"‏ 


ویدل هذا الرقم على أنه بوجود حجم انتاج قدره تسع وحدات فان تكاليف إنتاج الوحسدة 

العاشرة يبلغ 181.3 وحدة نقد . 

3 ۱ذا كان سعر القطعة من سلعة ما يرتبط بالكمية المطلوبة × وفق الدالة : 

p=15—2x 

أوجد معدل تغیر الایراد الحدي الذي یتحقق إذا تزاید الطلب من وحدتین إلى ثلاث وحدلت . 

: fall 
المنتجة × سعر الوحدة ولذلك فان دالة الایراد هو:‎ Glas gl نعلم أن الایراد = عدد‎ 

R = x (15 -2x) = 15  - 2x? 

'=15-4x : الایراد الحدي فهو‎ Ul 

وعندما x=2‏ یکون الایراد الحدي : '=15-4x2=7‏ 

وهذا يعني أنه إذا تزاید الطلب من وحدتین إلى ثلاث وحدات فان الإيراد الحدي يتزايد 

بمقدار 7 وحدات نقدية . 

4 من المعلوم أن هناك علاقة بين الإعلان عن سلعة وكمية المبیعات من هذه السلعة i‏ ففي 
Alla‏ عدم وجود دعاية » تتناقص الكمية المباعة من السلعة مع الزمن . وهناك دوال 
تصف تتاقص الكمية المباعة بدون دعاية مع الزمن . ومن هذه الدوال النموذج التالي : 

y=yoe™ 
كمية المبیعات في‎ yo ۰ حيث ر هي الكمية المباعة في اللحظة ؛ و 2 ثابت موجب‎ 

. t=0 اللحظة‎ 

وقد Sls‏ عن معدل التغير في نقصان كمية المبیعات الذي هو ' ر أو قد نسال عن التغير 


النسبي لكمية المبيعات الذي هو - إلى غير ذلك من الأسئلة المرتبطة بالمشتقة. 
y‏ 
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9-4 مسائل القیم القصوی الاقتصادية 
هناك مسائل اقتصادية كثيرة بظهر فیها دور المشتقة من خلال موضوع القیم القصوی 
كما توضح الأمثلة التالية : 


أمثلة 

1ء يراد انشاء خزان cle‏ على شكل متوازي مستطيلات قاعدته مربعة بحجم ثابت ۷ فإذا 
كانت تكلفة السنتمتر المربع الواحد من القاعدة والغطاء هو 2 دينارا » ومن الجوانب 
هو b‏ دینارا ء فما هي آبعاد هذا الخزان حتی تکون التكلفة أصغرية . i‏ 


الحل : 
إذا فرضنا أن x‏ طول abe‏ القاعدة وان y‏ هو ارتفاع الخزان فان 
YV 8‏ 
بو ×= ۷ وّمنه  y=‏ سا سس بت مت دم 
x‏ وه ده a‏ 
تكلفة القاعدة و الغطاء هي : a x‏ 2 7 


تكلفة الجوانب هي : 4 = ره 


التكلفة الإجمالية هي : + T(x) = 2ax?‏ 


ویکون المطلوب هو ایجاد القيمة الصغری للدالة T(x)‏ ۰ ولذلك نوجد النقاط الحرجة من 


3 
4ax3 —4bV 4bV ۱ 
و‎ eee أي‎ 4ax - =0 on اي‎ T (x)=0 جعل‎ 
دیمع‎ 5 bV 5 bV ۱ 
: وتکون التکلفة الصغری هي‎ cea ومنه ود‎ 


۱ i 
f(x)= E دك‎ ys إذا كان دالة التكلفة لانتاج × من الوحدات هو‎ . 2 


فأوجد x‏ التي تجعل معدل التكلفة في قيمته الصغرى . 
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الحل : 


۱ ین 5 1 f(x) x‏ 
ان معدل التكلفة EEA‏ ا تا = T (x)‏ 
=To00 100 * x = =‏ لس وان 


و المطلوب هنا ایجاد xX‏ التي تجعل T(x)‏ في Á‏ قیمته الصغری . 
ولذلك نوجد × التي تحقق 0 (x)=‏ "۲ ثم نختار × التي تحقق شروط القيمة القصوی . 
٠ 3‏ إن الطلب على سلعة یزداد كلما نقص سعرها وقد وجدت شركة أن العلاقة بين سعر 


الوحدة المباعة وعدد الوحدات المباعة هوا: ‏ 6۳ مم < ۲ agua e‏ ثابت موجب » 


و × عدد الوحدات المباعة في وحدة الزمن و P‏ سعر الوحدة و Po‏ سعر الوحدة 
عندما يكون 0 = × فما هي القيم العظمى لدخل الشركة . 
chal‏ : 
إن دالة الدخل الناتج عن المبيعات في هذه الحالة هو : ** R=x.P=Poxe‏ 
والمطلوب هنا هو إيجاد القيمة العظمى لهذه الدالة وهي مسألة ترتبط بالمشتقة الأولى كما نعلم 
. ويلاحظ من هذا المثال أن للدوال الأسية دور في المسائل الاقتصادية وكذلك الحال بالنسبة 
للدوال الاوغاريتمية . 
تمارين 
» في التمارين 1 إلى 5 ۰ استخدم طريقة نيوتن - رافسون لتوجد القيمة التقريبية المطلوبة . 
٠.1‏ أوجد القيمة التقريبية ربید للعدد V8.5‏ بجيث يكون 10 > | مد - [Xmen‏ 
( فائدة : أوجد قيمة تقريبية لصفر الدالة 8.5- << f(x)‏ أخذا 3- (x)‏ . 
2 أوجد القيمة التقريبية للأعداد 4/101 و 4/17 . 
3 أوجد الجذر التقريبي ,بم« للمعادلة 0= 1- ×3 - × الواقع في الفترة ]1,2[ بحيث 
يكون 103 > | مد بیدا . 
4 أوجد الجذر التقرييبي xn‏ للمعادلة 1 xP tx‏ الولقع في الفترة )00 ,-) بحیث 
یکون 107 < | [Xm - Xn‏ . 
5 . آوجد الجذر التقريبي ربب« للمعادلة 0= 5  -«‏ الواقع في الفترة ]3 ,0] بحيث 
يكون 103 > | × - +× | ( لقد حل نیوتن بنفسه هذا التمرین ) . 
« في التمارین 6 إلى 10 ۰ حل المسائل المرتبطة بمعدلات التغیر الاني : 
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6 ۰ 6۷« زاوية قائمة و ab‏ قطعة مستقيمة طولها 10 سم یتزلق طرفها a‏ على الضلع 
ox‏ وینزلق طرقها b‏ على الضلع oy‏ فإذا كان الطرف ‏ یبتعد عن ه بمعدل 
2 سم /ثا فاحسب مقدار تغير ob‏ عندما يكون طول 2 يساوي 8 سم . 


y 
b 


7 . تزدلد مساحة السطح الكلي لمکعب بمعدل 0.2 سم“ / ثا ۰ آحسب معدل تغير طول 
یکون طول الحرف 3 سم . 

٠ 8‏ تتحرك نقطة p(x, y)‏ على منحنی الدالة 5 + 37 - 3م < ب مقتربة من المصور OY‏ 
بمعدل ج وحدة طول / ثا > آحسب معدل تغیر بعد م عن المحور ox‏ لحظة مرورها 
بالنقطة (8 ,1-) . 

9 . متوازي مستطیلات آیعاده متتاسبة طردا مع الابعاد 1 ۰ ۰3 9 فاذا ازداد أصغر آبعاده 
بمعدل 0.1 سم في الثانية فاحسب معدل تغير حجمه عندما يكون أصغر أبعاده 3 سح . 

٠ 0‏ تتحرك نقطة p(x, y)‏ على الدائرة 4 ع x+y‏ عين موضع p‏ في اللحظة التي 


۲ = 2 
یکون فیها معدل تغیر × يساوي 3 معدل تغیر ۷ . 


» في التمارين 11 إلى 15 ۰ حل المسائل المرتبطة بحركة الاجسام على خط مستقيم . 
٠ 1‏ إذا كان A‏ جسما يتحرك على خط مستقيم وفق الدالة : مط + وب + © 16-= () ط 
أوجد القانون الذي يحدد سرعة ۸ في كل لحظة ثم بين جهة الحركة . 
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2 . سیارتان A‏ و 8 تسیران على طریقین مستقیمین ومتعامدین : 

A‏ بسرعة 60 کم / ساعة و B‏ بسرعة 80 کم / ساعة . نتجهان إلى نقطة تقاطع 
الطریقین » ما هي سرعة اقتراب السیارتین من بعض في اللحظة التي تکون فیها A‏ على 
بعد 20 کم من التقاطع وتکون فیها 8 على بعد 40 کم من للتقاطع . 


EE. 


٠ 3‏ إذا كانت در M(x,‏ نقطة تتحرك على المنحنى GIS) C‏ معدل ابتعادها عن المحور 
oy‏ يساوي 2 عندما کان 3=× فأوجد معدل تغیر y‏ في هذه النقطة . 

4 إذا كان ۸ متحركا يتحرك على خط مستقيم وفق الدالة : 1+ 202 - - () ط 
أوجد سرعة وتسار ع هذا المتحرك في اللحظة 1-4 . 

5 اوجد السرعة الوسطی و السرعة اللحظية في اللحظة 4 r=‏ لنقطة تتحرك على خط 
مستقیم وفق القانون : ۰ 1+ F(t) = yt?‏ 

. في التمارین 16 إلى 22 ۰ حل المسائل المرتبطة بالحدية في الاقتصاد‎ ٠ 

6 . شركة تصنم LOU‏ عددها × في الیوم » وقد وجدت ادارة الاتتاج في الشركة أن 
التکلفة تعطی بالدالة : C(x) = 2000 + 3x?‏ 


3 
وان دخل الشركة یعطی بالدالة :2100 R(x) =~ + 0 : x‏ 
فإذا كان معدل زيادة الانتاج هو 10 قلام في لحظة انتاج 2000 قلما فاوجد الدخل 
الحدي لهذه الشركة ثم أوجد معدل ربح هذه الشركة في لحظة إنتاجها 2000 قلما . 


lat 7‏ كان Alla‏ الطلب على سلعة ما هو : -1000= 5D (x)‏ 


Q (x) = 8000 + 50 هو سعر الوحدة . وان دالة التکلفة الكلية هو‎ x Cus 
× 240 آوجد التکلفة الحدية والدخل الحدي عندما یکون سعر الوحدة من هذه السلعة‎ 
شركة أدوية تصنع نوعا من الدواء على شکل عبوات زجاجية » التكلفة الثابتة لهذه‎ ۰ 8 
. الشركة 500 دینارا في الاسبوع والتكلفة الاخری هي 0.4 دینارا لكل عبوة‎ 
. × أوجد التکلفة الحدية لهذه العبوات إذا كان عدد العبوات المنتجة هو‎ 
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Alla . 9‏ الطلب على سلعه في شركة ما هو : 200 = 4D + 5x‏ 
D Cin‏ عدد الوحدات المطلوبة من السلعت + سعر الوحده Baal sl‏ . 
أوجد دالة للدخل الحدي ۰ متی یکون الدخل الإجمالي للشركة اعظمیا . 
0 كان دالة التکلفة لانتاج نوع من الاحذية الرياضية هو : 10+ (x) = 2× - 8x‏ © 
حيث × هو عدد أزواج الأحذية المنتجة في الشركة . آوجد مدل اتكلفة » أوجد أتل 
معدل تكلفة لزوج من الأحذية . آوجد إلتكلفة العنية لزوج الأحذية . 
21 اذا كان دالة الطلب على سلعة ما هو D = 80 - 3x‏ ۱ 
Cus‏ × هو سعر القطعة آوجد الدخل الحدي عندما یکون السعر 5 2« وحدات نقدية . 
» في التمارین - من 22 إلى 26 - التالية » حل المسائل المرتبطة بتطبیقات القيم 
القصوى في الاقتصاد . 
2 لنفرض أن الطلب على سلعة ما » وسعر هذه السلعة پرتبطان وفق العلاقة التالية : 


= 600 x 
P x+20 


حيث م هو سعر السلعة Xe‏ هو عدد الوحدات المطلوبة من السلعة . aa gl‏ القيمة 
العظمی لادیر اد . 

Lint ۰ 3‏ صفيحة من anal‏ طولها 100 سم وعرضها 50 سم . يراد صنم خزان 
صغير للمیاه ونلك بعد لقتطاع مربعات متساوية من الزوایا الاربعة للصفيحة. احسب 
طول ضلع المربعات المقتطعة لكي نحصل على أكبر حجم ممکن للخزان . 

4 . تقوم منشأة صناعية بصنع × وحدة من سلعة ما في السنة e‏ فاذا علمست ان 

التکالیف الكلية لابنتاج تتبع عدد الوحدات المنتجة x‏ وفق العلاقة : 

800 + × 15 + = 
وسعر للسلعة يرتبط أيضا بعدد الوحدات المنتجة بالعلاقة : ×0.1- 50 = م 
والمطلوب تحديد قيمة الربح الأعظمي الذي يمكن أن تحققه المنشأة . 

5 يراد صنم خزان على شكل متوازي المستطيلات قاعدته مربع ووجهه العلوي مفتوح 
وسعته 108 م* . أوجد sled‏ هذا انخزان لكي تکون مساحته أصغرية . 

6 ۰ سلك طوله 30 سم ء نريد أن نصنع منه مثلثين كل منهما متساوي الأضلاع . عين 
طول ضلع كل منهما لكي يكون مجموع مساحتيهما أصغر ما يمكن . 
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الفصل الخامس 
التکامل وتطبيقاته 


الفصل الخامس 
التكامل وتطبيقاته 


1-5 مفهوم التكامل غير المحدود 
لقد تعرفت في فصل المشتقات كيف تجد مشتقة دالة معطاة › فمثلا إذا كانت 


. f£’ (x) = +5 


(x) = x? + 5x +2‏ ۴ فان مشتقتها 
7 ×3 = () ' ع مشتقة الدالة g‏ فکیف تس تطيع 


و السو ال الذي يطرح نفسه » إذا علمت أن 


ایجاد هذا الدالة ع ؟ نلاحظ مثلا ان مشتقة كل من الدو ال 
2 3 ب 
8ı (x) = 5x + + 5‏ 


82 (x) = = x24 و7‎ - 5 


83 ) x)= = 2 + Ix + 2 


هي 7+ ×3 ء أي أن إضافة ثابت مثل ء لا تؤثر على الاشتقاق ولهذا نقول بشكل عام ان 
2 3 ل 
ح g (x)= 5 Xx +7x‏ 


هي الدالة التي مشتقتها 
(x) = 2+7‏ 8 


تسمی عملية ایجاد الداله ع اذا علمت مشتقتها 'ع عملیه التکامل » ویسمی م تكامل "2 


بالنسبة للمتغیر × ۰ ونرمز لذلك على النحو التالي : 
g (x)= fg'(x)dx‏ 
كما نسمي الثابت © ثابت التکامل . وأيضاً نسمي fip"(x) dx‏ التكامل غير المحدود للدالة g‏ 
مثال 
x‘‏ 
fx?’ dx =—+c‏ 
4 


4 
وذلك لان مشتقة (x)= +e‏ 8 هي (x) = x‏ ع 
نعطي المبرهنة التالية صيغ بعض التكاملات المشهورة 
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مبرهئة 5 - 1 - 1 


Jdx = +ع‎ 6 
n+) 


x 
4+ 6 1( حيت أن 1- ع‎ 
+] 


"d = 
fx? dx 2 
je” dx = e* +c 


[dx =In|x|+c x #0 حیث أن‎ 


وبرهان هذه المبرهتة سهل Jan‏ ویتم عن طریق slat‏ مشتقة الطرف الایمن من کل مسواة 


: Ses 


1 . لذا ء + <<( و فان 1-<(6 يع وعلیه فان fidx =x+c‏ 


n+l 


2 اذا کان g(x)= X +e‏ فان ×= دا 
n+]‏ 


ne} 


وعلیه فان +c‏ 
]+ 


fx" dx =% 
n 
fe` dx =e* +e وعلیه فان‎ gi(x)=e™ فان‎ g(xp=e*t+e لذا كانت‎ 3 


4 لاحظ ان 0 < ۶ : ۱-۰ 
0>ي Xx;‏ 


أولا : لنفرض أن 0<« ولنفرض g(x)=Inxte‏ ومنها — = g(x)‏ 

. <0 عنتما‎ fodx=Inx+e od 

g(x) = لنفرض إن 0> × ولتفرض ۰+(«)10-(0ع ومنها — - لت‎ : LB 
. × > 0 عندما‎ J dx =In (x) +e انن‎ 


ویشکل عام یکون »+ || In‏ = ۳ 


وللاستفادة من المبرهنة )1-1-5 ) بشكل أوسع نذكر في المبرهنة التالية يعض خواص التكامل . 
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2-1-5 مبرهنة‎ 
le faf(x) dx = a ff(x) dx 
x حيث ۵ ثابت لا یعتمد على‎ 


2 ۰ J(f,(x)tf,(x)) dx = ff,(x)dx + ff, (x) dx 


وبر هان هذه المبر هنة مباشر باستخدام خواص الاشتقاق فمثلا: 
1 إذا كان g(x)=ah(x)‏ فان g(x)=ah(x)‏ نعلم أن 

Ja'(x) dx = g(x) fh’ (x) dx =h(x) 
fah'(x)dx = fg’ (x)dx=a h(x) =a fh'(x)dx ولهدا فإن‎ 


وهذا يثبت الجزء الأول من المبرهنة بوضع (2)'ط = f(x)‏ 1 
2 إذاكان (×)دط + )رط > (×) ع فان («)'يط + (×)',ط = (×)'ع ء ونعلم أن : 

fe'(x)dx=g(x) , fhi(x)dx =hy(x) ,  fh}(x)dx =h (x) 
ولهدا فان‎ 

fa’(x)dx = f(x) +h} (x))dx ,هار‎ (x) وط+‎ (x)) dx 
=h,(x)+h3(x) = fhi(x)dx+ fh} (x)dx 

وهذا ینبت الجزء الثاني من المبر Ain‏ بوضع f (x) = hy (x) ۰ f£1(K)=h (x)‏ 
لاحظ أن إشارة الطرح Jia‏ إشارة الجمع في مثل هذه الحالات ولا داعي لبررهانها . 


مثال 
2 
\(7x+3)dx = f7xdx + f3dx = 7{xdx +3 [dx = 1 ee‏ 
لاحظ til‏ استخدمنا ثابتا واحدا للتکامل وذلك GY‏ مجموع الثابتين الناتجین من التکاملین اعلاه 
6 > ون + Cy‏ هو أيضا ثابت ۰ 
مثال 


1 1 
GEOES fx? dx + f4dx == x + 4x +c 
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4 + x)dx = 4e* + x +c 


مثال 
4 3 
+e‏ 2 + مداد = Jax‏ 20+ 2( 
x 4‏ 

مثال 
x7!‏ 2- 1 ف 7«( 
+e‏ سد + لها = jx + x dx = f= dx + fx dx‏ 

نمارین 
أوجد التکاملات التالية : 
1 

1١ J6dx 2۰ گید‎ dx 3. 3ع«‎ dx 
4۰ Sx? dx 5۰ Îx“dx 6۰ fe” dx 
7. J(3x*+5x?-8)dx مق‎ f(4x!- 5x? +7) dx 9. J (3e% +2x? -5x "(dx 


6 2 2 1 1 
10 [Fax 11. fo fae xax | عه‎ 12. f (x-2) (x-3) dx 


2-5 مفهوم التکامل المحدود 
نعلم أنه إذا كانت ع دالة قابلة للاشتقاق بحیث ان (x)‏ 8۲ ۶00 فان 
Sg'(x) dx = g(x) +‏ أي أن J f (x) dx = g (x) +c‏ 
تسمى ع دالة بدائية للدالة ۶ . أي أن الدالة البدائية هو التکامل غير المحدود. 


b 
على أنه‎ ff(x)dx ویرمز له بالرمز‎ [ab] یعرف التکامل المحدود للدالة ۶ على الفترة‎ 


(a)‏ ع - (0) ع أي أنه إذا كانت م دالة بدائية للدالة ۴ فان 


b 
Jf(x) dx = g(b)- g(a) 
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وتسمى a‏ و ط حدود التکامل» أي أن حساب التكامل المحدود يتم على مرحلتين > في الاولی 
منهما يتم إيجاد الدالة البدائية م (أي التكامل غير المحدود ) » وفي المرحلة الثانية يتم حساب 
الفرق (2) ع - (0) ع والامثلة التالية توضح ذلك : 

مثال 


۱ 
fx? dx احسب‎ 
0 
: الحل‎ 
4 
fx’ dx = = +e لاحظ أن‎ 


4 
x - s e‏ ۰ 
أي أن الدالة البدائية g(x) = Pa‏ وعلیه فان : 


1 3 1 

fx? dx = g()-g(0) => -0 = 

4 0 
سنتفق على أن نکتب : 


b b 
f(x) dx = 809 = g(b)-g (a) 


مثال 
3 
احسب fe* dx‏ 
1 
الحل : 
3 
م _ |e” dx = et} =e‏ 
i‏ 
مثال 
۳ 1 4 3 
f(x? -5x3 +7) dx -(S-E +7] = (3-5+7)-(31-3-7)‏ 
4 3 4 1- 4 3 - 1- 
منال 
7 11 
In 7 - 1 2‏ = وأإ*لها = dx‏ ] 
2 
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احسب التکاملات التالية : 


5 ۱ 1 

le 0 2۰ fx? عل‎ 3٠ fx‘ »دل‎ 
-2 -1 -i 
7] “ly 3 

4. f—dx Se |] —dx 6۰ fe*dx 
۱ X oa ae 0 


4 2 
9. ie +5x+6 ون‎ 
1 


| 2 
7۰ f (3x? +x?-2x4+7)dx مق‎ f(x” -3x7)dx 
0 > 1 2x 


10۰ f(x - (0+ 3( »حك‎ 11۰ I(x? +5x)dx 
-3 -3 


3-5 التکامل بالتعویضص 
نو اجه في بعض الحالات تکاملات على الصورة J (£(x))" g(x) dx‏ 
حيث ان د1 عدد حقيقي » فکیف يمكن إيجاد مثل هذء التکاملات ؟ 
لنفرض أن y=f(x)‏ فان تفاضلة y‏ هي dy = f'(x) dx‏ فإذا حدث وأن كانت 
Cub a Cus g (x) =a f'(x)‏ فان : 
f (f(x))" g(x) dx =a f y” dy‏ 
nil‏ 


۶-1 و دو 


=+ n+l 
alnjy| +e , n=l 


یسمی هذا الأسلوب: طريقة التکامل بالتعويض . لاحظ اننا حولنا المسالة الى صورة مألوفةء 
ولتوضیح هذه الطريقة ناخذ الأمثلة التالية : 


مثال 
أوجد f (x+1) dx‏ 
الحل : 
ضع : y=xtl‏ ومنها dy=dx‏ إذن : 
6 6 
iü‏ 20 = عدت dy‏ کر ] = f (x+1)° dx‏ 


.× ضرورة أن یعطی الجواب النهائي بدلالة الرموز الاصلية وهي هنا‎ Lay 
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J x (x? +1(3 dx احسب‎ 

: الحل‎ 
: انن‎ dy > 2x dx ضع ]+ × = ۷ ومنها‎ 
fx(x2+1)? dx = Lf y ay are size de 
2 24 8 
منال‎ 
1 

aap a 

الحل : 


> ادن‎ dy =3 dx ومنها‎ y=3x+2 دضع‎ 


| »مس - - += ع د‎ 
منال‎ 
fx fx? +3 dx احسب‎ 
: jal 
إذن‎ dy = 2x dx ومنها‎ y=x +3 ضع‎ 
۱ > 3 
jx yx? +3 dx - fy? dy = بط‎ =2 +3( 2 + 
2 


ay *‏ أن الهدف من التکامل بالتعويض هو أن نحول المسألة إلى إحدى الصور المالوفة 
ولتوضیح ذلك ناخذ الامظة التالية : ۱ 


` مثال‎ 
f e™ dx اخ‎ 
: الحل‎ 
: إذن‎ dy = Sdx ومنها‎ y=5x ضع‎ 
fe dx = = [© و + 2 = ره‎ ee 


179 


[3x c7” dx آحسب‎ 
: الحل‎ 
> إذن‎ dy =-10x dx ومنها‎ y = -5<* ضع‎ 
fxe dx = f e dy =-—e’ +c ee Luar 
1 10 
is 
f a dx احسب‎ 
x“ +] 
: الحل‎ 
> إنن‎ dy = 2x dx gies ضع 1+ ”×= ر‎ 
5x 5 1م‎ 5 5 2 5 2 
—— dx = —|/—dy = = [ +c < - În ۳ +1۱ + 6 =—1 + 1[ + 
dx ماح = لهس‎ || +e = > In کم‎ +1] + e = > ink? +1) +e 
مثال‎ 
7x 
احسب‎ 
ا‎ | 
: الحل‎ 
: إذن‎ dy=8x dx ومنها‎ y= 2«<* +1 افرض أن‎ 
7x? 7 1 7 7 j 
———dx =—|—dy =-— in [+ =— in(2x`+1)+c 
ea او‎ genre) 


* الآن سنتتاول حساب بعض التکاملات المحدودة باستخدام طريقة التعویض» ومن الجدير 
بالمااحظة هنا أنه من الضروري تغییر حدود التکامل بما يتفق والرموز المستخدمة . 
ولتوضیح ذلك نأخذ الأمثلة التالية . 


مثال 
3x +2‏ 2 


یز 
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: jal 
بل لاحظ أنه عندما‎ = (3x? +2)dx ومنها‎ y =x? + 2× ضع‎ 


y = 2‏ ولهدا فان : 


2 2 12 1 12 1 0 
۳ +2 عرق‎ i سل‎ dy = fy 20۷ = 272۳ = 20/12 - V5) 
i fx? +2x 3Jy 3 
تمارين‎ 
احسب التكاملات التالية‎ 
0 
Ix? (Bx? + 5)? dx 2۰ Je ™* dx 3. سس‎ dx 
x +5 
3 x? 2 5 
Ix? x“ +7 dx J——— x 6۰ [x Gx? +5) ° dx 
+(x” +10) 3 
© i 2 m ox 
\—— ax 8. fx(1-4x?)3dx 9. [xe 7 dx 
۱ (x +5) 0 0 
1 2 
jxe dx 


4-5 التکامل بالأجزاء 


: ومنها فان‎ © (F(x). ع‎ (x) 16۵ . أن ۰۲۳0( ع +00 'ع‎ ala 
f(x) . ع‎ (x) =( f(x) . g (x) y - g (x) . f'(x) 
: وبتکامل" الطرفیین نجد أن‎ 
J £ (x) . g(x) dx =f ) ؟‎ )0( . g (x) Y dx - Í g (x) . f'(x) dx 
= f (x) . g (x) - Î g (x) f'(x) dx 


x=] 


( الحد الأول في التکامل ) تکون y=3‏ » وعندما x=2‏ ( الحد الأعلى للتکامل ) تکون 


1 


لاحظ أن هذا الأسلوب يحول التكامل من صيغة الى صيغة أخرى ويكون ناجحا إذا كانت 


الصيغة الجديدة من الصيغ المألوفة » ويسمى هذا الاسلوب بطريقة التكامل بالأجزاء . 
ولتوضيح هذه الطريقة » نأخذ الأمثلة التالية . 
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jx (x+1) dx احسب‎ 


ضع f(x)=x ۰ gi(x)=(xt+1)?‏ 
bay‏ آننا عرفنا ۴ بالدالة الاسر ع في التحول الى ثابت بعد الاشتقاق » ومن القاعدة : 
J f(x) g'(x) dx = 100 ۰ g(x) -f g(x) f'(x) dx‏ 


jx +1)? dx = SAD ED ay : نجد أن‎ 
_X(x+I" (x+1)" 
10 10x11 
مثال‎ 
|5× × +3 dx احسب‎ 
: الحل‎ 


: ولهدا فان‎  f(x)=5x ۰ g'(x)= X+3 ضع‎ 
3 


8 +3 (x +3)? 
[5x x +3 dx = 5x a ap 5dx 


5 
3 10 (x+3)? 
3 52 


= 2x) + 3( 
مثال‎ 
fxe* dx آحسب‎ 
: الحل‎ 
: ولهدذا فان‎ f(x)=x ۰ gi(xp=e* ضع‎ 
|xe“dx =x.e%- feédx = x.e“-e“+c 
مثال‎ 


Jinx dx احسب‎ 


ضع 1 < () ۵۰ ۰ ۲« :۶۱۳ ()] ولهدذا فان : 


Lax = xInx-x+c 


احسب التکاملات التالیه : 
fx(x+1) dx‏ 3۰ 


6۰ Í (2x +۱(۵ dx 


1 
xe” dx 
0 
jinx" dx 
1 
15 . | 7 V¥x+4 dx 
8۰ jx e* dx 


21 ۰ J(inx)? dx 


finx dx =xInx-Jx. 


يول * ع jx”‏ ۰ 2 


5 ۰ J 3x (1-x) dx 


8 ٠ | 7 /18+ x dx 
1 

11۰ ]3 e™ dx 
-l 


14 . Jx (x+8) dx 


۱7۰ جا‎ a 


20 ۰ fin(x+1)dx 


5-5 التکامل بالکسور الجزئية 


إذا كانت 


يتطلب منا أن نجد 1160 
(xX) _‏ 


f(x)‏ كثيرة حدود من الدرجة ‏ وکانت 


f(x) 
12 (x) 


f dx‏ فکیف یمکن حساب ذلك ؟ 


J xe” dx 


4۰ fin vx dx 


7 ۰ Jx? In x dx 
۱ 
10۰ ۱ dx 
0 
13۰ fn( Jax 
x? 
16. Íx 7+4 dx 


19۰ je” dx 


(x)‏ د كثيرة حدود 


تمثل قاعده الدالة النسبية (أو الدانة الكسرية) 8 وقد 


سنتناول في هذا الكتاب بعض الحالات الممكنة والتي تناسب مستوى هذا الكتاب » وهذه 


الحالات هي : 


الحالة الأولى : وهي الحالة التي يتحلل فيه (x)‏ © الى حاصل ضرب كثيرات حدود مختلفة 


من الدرجة الأولى » وتكون درجة fi‏ اقل من fe‏ ۰ أي أن : 
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f,(x)=A[[(*x -a;) 


حیث ۸ ثابت وکنلك لكل a os i‏ ثابتا . 


[ [۵ (ره-‎ =(x-a1) ) x - a2) ... (X-am) 


وسوف نوضح الآن كيفية إيجاد عل © في مث هذه الحالة إذا كانت الدالة المطلوب 


12 (x) 
وکانست‎ 1*1, .... m ایجاد تكائلها على الصورةه کل حیث نه ثابت لکل‎ 
[ 1) -.( 


اعدا 
fi (x)‏ كثيرة حدود درجتها اقل من m‏ فانه بالامکان ایجاد الثوابت bi‏ بحیث أن : 
fx) _ bi‏ 


(x -—a;) RTS 
1 


3 


و یکون > 


| باه‎ dx = S b; In | x-aj| +c 
[](x-a,) S 


ولتوضیح ذلك ناخذ الأمثلة التالية: 


iis 
f 3x +5 
(x —1)(x + 2) 
: الحل‎ 
. 2 لاحظ أن درجة البسط 1 بینما درجة المقام‎ 


3 + 5 8 bı 5 0 
(x-1)(x+2) x-1 ++ 2 


ولإيجاد قيم bı, bk‏ نعيد جمع الطرف 
الأيمن فنجد أن : 
3x + 5 0 by (x +2) +b» (x-1)‏ 


(x -1)(x + 2) (x —1)(x+ 2) 
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ولهذا فان البسوط متساوية لكل × ٠‏ أي أن: 
3x+5 = (bı + b2) x + ) 20, bı) Vx‏ 
ولهذا يجب ان تكون المعاملات المتتاظرة متساوية اي أن : 


3 = bı + رو‎ 
5 = 2b; -b 
aig’ 8 1 E 2 
: ره ولهذا فان‎ er وبحل هاتین المعادلتین نجد أن‎ 
3x + 5 8 [ 1 [1 
20 - — + — dx 
ie —1)(x + 2) E -1 3 ير‎ + 2 
ا‎ ae In|x + 2+ ع‎ 
3 3 
منال‎ 
0 f E dx احسب‎ 
x^ -l 
> الحل‎ 
لاحظ أن درجة البسط 0 ودرجه المقام 2 ضع‎ 
1 ا9 ا‎ b> V x 
x?-1 (x-1)(x+1) x-l xl 


و لایجاد tbo‏ رط اعد جمع الطرف الأيمن لتجد أن 


1 | by (x +1)+b2 (x-1) 


x21 x? -1‏ 
وبوضع البسطین متساویین نجد أن : (bı +b2) x + (by-bz) , ۷ x‏ = 1 
وبمقارنة المعاملات المتتاظرة نجد أن : 
b, +b‏ =0 
-b‏ ,9 =1 
i 5 ,‏ 1 1 
وبحل هاتين المعادلتين نجد أن : bios‏ ا هد 
1 1 1 1 1 
افان dx = |) —— - — ——)dx‏ 
ولهذا فان Pear IG x—] 2 x+1‏ 


Lingk- = In |x +I] +c 
2 2 
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الحالة الثانية: وهي ممائلة للحالة الاولی مع فارق واحد وهو کون درجة ۲ آکبر من أو 
تساوي درجه f2‏ . في Sia‏ هذه الحالة نقسم f(x)‏ على f2(x)‏ قسمه طويلة ونجهد ناتج 
القسمة ولیکن (: ] وباقي القسمة ولیکن f(x)‏ . لاحظ ان درجة الباقي RC)‏ اقل من 


درجة المقسوم عليه (×)۴ ثم نكتب الکسر 220 على الصيغة التالية : 


f,(x) 
f, (x) 3 و1‎ )( 
f(x) o f3 (x) + F, (x) 
fi (x) — f4 (x) : 5 2 
را کون میک سور سل‎ 


لاحظ أن f(x)‏ كثير حدود ولا اشکال في تکامله» وأن درجة f(x)‏ اقل من درجة 
f(x)‏ وان A(x)‏ تتحل إلى عوامل من الدرجة الاولی بالفرض . لهذا نستخدم نفس الاسلوب 
مثال 
x+7‏ 
۳ 


dx احسب‎ 


1 


x —] x+ 7‏ 
Fx +1‏ 
8 
ولهذا فإن الناتج 1 والباقي 8 وبناء على ذلك يكون : 

X+7 8‏ 
—+| = — 
x-]  -1‏ 
9 اك و اه 8 7+ Xx‏ 
وبتكامل الطرفين نجد ل e‏ | سس 


۵ + |1-ع| وا 8 + برع 


3 2 5 
3x“ + ۷ 2 dx 


احسب 
x +2‏ 
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الحل : 
بما أن درجة البسط 3 أكبر من درجة المقام ١‏ ؛ نقسم البسط على المقام قسمة 
طويلة LS‏ يلي: 


x?7~ 5x +17 


x+2 x? — 3x? + 7x 5 
+x? + 2 
-5x? + 7x —5 
+ 5x? +t 10x 
17x -5 
+ 17x + 4 
-39 
: ولهذا فان‎ ٠ -39 فيكون ناتج القسمة 17+ ×5-”× والباقي‎ 
3 2 = z 
x ON +7×-5 2 چو‎ +7 + 
x +2 x +2 
: ومنها‎ 
3 _ 2 = 39 
Rn الس ل‎ E dx 
x + 2 x + 2 
3 
= 5 +17 -39 م1‎ | + 2| +c 
3 2 
تمارین‎ 
احسب التکاملات التالية‎ 
3x + 5 5 x? +2x +5 
1. [=x 2 ۰ dx 3. ا‎ dx 
وا‎ e j 2-4 
1 3 -7 eee 
os Joa دا ول‎ Pane 
x(x +1) x*-—2x-3 (x* +1)(x-1) 
= 2 
تحت ار 2 سس‎ e g م‎ 
(x + 1)(2 - 5x) (1+ 4x)(5x - 1( x(x? —9) 
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3x7 —8x+7 


١ Pe ~—1)(x + 5) 


5 - 6 تطبیقات التکامل على المساحات 
یمکن ملاحظة أن مجموع ریمان یمنل تقریبا للمساحة تحت منحني الدالة وفوق 
المحور ox‏ وبين الخطین 2 :«. =b‏ + وذلك عندما یکون 0 < F(x)‏ ۰ ونئلك GY‏ هذا 
جع er‏ جوع مسا cry EESE‏ لوال وا ع هه ۳-۰ و ارتفاعاتها 
11 


. ] xin, Xi [ حيث : × نقطة داخل الفترة الجزئية‎ f(x) 


الشكل (1) 


b 
ج م‎ co هو غاية مجموع ریمان عندما‎ ff(x)dx ولما كان لتکامل المحدود‎ 
8 


فإن ذلك يبرر لنا صياغة المبرهنة التالية : 
مبرهنة 5 - 6 — 1 
5 
إذا كانت f‏ دلله قابلة للتکامل على الفترة [ ا ,۵ ] بمعنی ان ff(x)dx‏ موجود» 


فان المساحة A‏ للمنطقة المحصورء بين منحنی الدالة f‏ والمحور ox‏ والمستقيمين ۵ = × › 
=b‏ × تعطی باحدی العلاقات التالية : 


9 
ff(x)dx l‏ عم وذلك بشرط ان تکون 0 > f (x)‏ لكل 0 > asx‏ 
b‏ 
ب ۰ [f(x)dx A=|‏ | وذلك بشرط ان تکون 0 > (×) ؟ asx<b JS‏ 


8 
والأمثلة التالية توضح ذلك . 
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مثال 
احسب مساحة المنطقة المحصورء بين منحنى الدلل4 f (x) = x?‏ والمستقیمین 
x=26xX=-]‏ والمحور Ox‏ 


الحل : 
bay‏ أن 0 < ×=(»)۴ لكل Ge x‏ المساحة المطلوبة تساوي : 
8 7 1 2 2 
( وحدة مریعه) 2-0820 | —= A= fx dx‏ 
: }- 
مثال 


احسب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنی f(x) > #2 Aa‏ والمستقيمين 
] =× [-=× والمحور OX‏ 
الحل : 

لاحظ أن 0 > f(x) =-x?‏ لكل × ۰ إذن المساحة المطلوبة تساوي : 


3 
عزوت قط د i‏ << 
(وحدة مربعة ) RDR‏ ادا 


عه fax?‏ سم 


والسؤال الذي ينشأ GY!‏ هو : ماذا نفعل إذا كان الدالة سالبة في مجموعة جزئية (أو أكثر ) 
من المجال وموجبا في مجموعة جزئية أخرى ؟ 

وتكمن الاجابة عن هذا السؤال في أن نحسب المساحة في كل جزء على انفراد مستفیدین 
من المبرهنة )1-6-5( ثم نجمع المساحات › والمثال التالي يوضح ذلك . 


189 


مثال 
احسب المساحة المحصورة بين منحنى الدالة ×= (×) ۲ والمستقيمين x=]‏ 2= × 
والمحور OX‏ 


الشكل (2) 


الحل : 
ضع 0= ×= (»×) ۴ لتجد أن 0= × bay,‏ انه اذا كانت 0> ×> 2- فان 
lan ۴)×( =× > 0‏ اذا كانت 1> > فان 0< ×=(»)] « ولهذا فان 
مساحة المنطقة المطلوبة تساوي مجموع مساحتي منطقتين» أي أن : 
A =A\+A2‏ 


0 
{f(x)dx حیث‎ 
-2 


1 

f f(x) dx 3 A) =‏ ح وه 
0 

ولهدا فان 


0 
A= fx? dx 


۱ 
+ fx? dx 
-2 0 


وحتى ننهي هذا الموضوع يتبقى ان نسأل ؛ كيف يمكن حساب مساحة المنطقة المغلقة بين 
منحنيي دالتين ؟ والمبرهنة التالية تعطي الإجابة عن هذا السؤال . 


190 


مبرهنة 2-6-5 
مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الدالتین ge sf‏ و المسنفیمین 


b 
asx sb بشرط أن (×) ع < (×)۴ لكل‎ ۸ = f(f(x)-g(x))dx هي‎ x=b: x=a 
a 


والمثال التالي یوضح ذلك : 


مثال 
احسب مساحة المنطقة المحصورة بين 1 + ×= (»)۴ ۰ g(x)=x?+5‏ 
والمستكيمين ¢x=2‏ 21 بر . 
١ > Jal‏ 
Bay‏ ان g(x) < f(x)‏ لکل 2> x‏ 15 لهذا فان مساحة المنطقة المطلوب á‏ 
تساوي : 
2 2 
A = ]) g(x)-f(x)) dx = f(x? +5) (x? +} dx = [4dx = 4‏ 
۱ 1 1 
منال 


احسب مساحة المنطقة المحصورء بين 5+×3+ ×=(»)۴ و g(x)=-2x-1‏ 


الحل : 

| . نوجد أولا نقط تقاطع المنحنیین » وذلك بوضع (2) و = (×) ٠۴‏ لنجد أن : 

x? + 3 x +5 = -2 «- 1 
x + 5 ۲ + 6-0 


) + 3 ( ) + 2( 20 
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باه نرسم المنحنیین كما في الشکل )3( 


الشکل )3( 
ج . bay‏ من الرسم أنه لكل 2- > × > 3-یکون (۲0 < g(x)‏ لهذا فان المساحة 
المطلوبة تساوي : 
2~ 2~ 2- 
“ل (6 - [(gix)-£(x)) dx = f {(-2x-1)-(x? +3x+5)}dx = f(-x? —5x‏ 
3- 3- 3- 
| روگ 2-(-)10-12+$-({ = ۳ x? 542 + 6x‏ _— 
2 3 3 2 3 


= 8 + 2 - 7 pee =0.17 
3 2 
3-6-5 ملاحظة‎ 


13 تقاطع منحنیا الدالتین ۶و ع في آکثر من نقطتین يجب تجزئة 
المنطقة الى sac‏ مناطق وتحسب مساحة کل منطقة على انفراد ثم تجمم المساحات . 


Skis 


لیکن f(x)=sinx‏ و g(x)=cosx‏ أوجد المساحة A‏ الواقعة بين منحنيسي 
الدللتین ۶ و ع على لفترة [0.27] كما في الشکل )4( التالي : 
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الشکل )4( 


> gal 


21 
A= flsinx —cosx|dx 
0 


ولحساب هذا التکامل يجب أن نعرف متی یکون 0 < sin x-cosx‏ ومتی يكون 
sinx - cos x > 0‏ يمكن التحقفق من أن sin x < ©05 x‏ على الفترة [52/4 , 7/4[ Laiu‏ 
× دزو < وم على الفترات [4/: ,0[ و ]27 , 52/4] ولذلك فان : 


2/4 52/4 27 


A= flsinx -cosx|dx + f |sinx بر هنوا] + »| دمء-‎ -cosx |dx 
0 71/4 51/4 
7/4 Sr/4 2r 
= f(cosx -sinx)dx + f (sinx -cosx)dx + {(cosx —sin x)dx 
0 n/4 5n/4 


= 2 


تمارين 
احسب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيات الدوال المعطاة في كل من الحالات التالية: 


le f(x) =x , y=0, x=2, x=3 
2 ۰ f(x) 2-1 , x=2 ,y=4,y=0 
3۰ f(x) =x -4 ,x=3,x=4,y=0 
4 ۰ f(x)=x , ۲۶۷0 , -l اک‎ > 1 
5۰ f(x)=e" , x=0,x=5, y=0 
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6۰ f(x) =1n (x) , x=], x=5, y=0 
7۰ f(x) =x? +x -2 , y=0 
8۰ f(x) =(x-1) (x +1) (x-2) , y=0 
9۰ f(x)=x?, g(x) =9 
10۰ f(x) =x? , g(x) = 9 - × 
11. f(x)=x2-9 , p(x) =x 
12. f(x) =x?, g(x) =x 
تطبیقات اقتصادية على التکامل‎ 7-5 
یمکن تكوين نماذج لبعض المسائل الاقتصادية بالاستفادة من التکامل ونذكر من‎ 
: هذه للنماذج ما يلي‎ 
1-7-5 ) الدخل الكلي ( الاجمالي‎ 
بالدینار فان اجمالي الدخل ۲ خلال‎ t إذا كان ) ۶ معدل الدخل عند الزمن‎ 


1 
فترة زمئية طولها ما يعطى بالتكامل T= fr (tydt‏ 
0 


ولتوضيح ذلك نأخذ المثال التالي: 
مئال 
إذا كان معدل الدخل بالدينار الناتج عن الرسوم التي يدفعها الطلبة هو : 
f (© 12000 )1 + 92‏ 
حيث ؛ الزمن بالسنوات » فاحسب الدخل الكلي المتوقع من الرسوم خلال 8 سنوات . 
الحل : 
لدينا هنا 8 ما ولذلك فان : 


(1+ 2 


T و‎ = 240009 - /1}=48000 


8 8 
I= ff (t)dt = ]12000)1+ (712 dt = 12000 
0 0 


( دينارا ( 
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القيمة الرأسمالية 2-7-5 
من المعلوم أن دینار الیوم یصبح e‏ دينارا في t‏ من السنوات بفائدة مرکب 4 
متواصلة قدر ها ۲ وذلك لان : 


r nt 
tim (1+£)" =e" 
تعطی‎ to ولذا كان () ۴ معدل الدخل فان القيمة الحالية لهذا الدخل على فترة زمنية طولها‎ 
ویسمی هذا المقدار القيمة الرأسمالية.‎ (0 dt بالتکامل‎ 
0 

منال ۱ 

إذا آخذنا دخلا GB‏ مقداره 90 دینارا في الشهر لفترة 5 سنوات ۰ فما القيمة 
الر آسمالية لهذا الدخل اذا كانت الفائدة ‏ 9۵ £6 
الحل : 

طول الفترة الزمنیة 5ع<ما ٠‏ معدل الدخل السنوي 90*12 2 F(t)‏ 

نسبة الفائدة 20.06 .اذن القيمة الرأسمالية تساوي : 


1080 -0.30 


-0.06t 
ae “006° 


jee” dt = 90x12 e 0.0%' dt = 90x 12 -1[ 


( دینارا) . 
التحلیل الحدي في حساب الدخل الكلي 3-7-5 
من المعلوم انه إذا كان T‏ الاخل الكلي الناتج عن بیع × من الوحدات فان 
الكل الحدى اي . 
dx‏ 
والسؤال الذي ینشا هنا هو : كيف يمكن حساب الدخل الكلي T‏ إذا علم لدخل الحدي "أ ؟ 


من الوضنح أن T= j = ax‏ . 
ولتوضيح ذلك ناخذ ١‏ لمثال للتالي : 
مثال 
إذا كان الدخل الحدي بالنسبة لمبيعات سيارات تیوتا معطاة بالمعادلة : 


dT - 50 x? + 30 x + 0 
dx 


فاوجد الدخل الكلي الناتج عن بيع 10 سیارات . 
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: إن الدخل الكلي هو‎ 
0 
T=f Z dx =Ĵf(50x?+30x+400)dx = xd + x? + 400x +c 
2 


هذا ؛ ویمکن إيجاد قيمة الثابت ‏ باستخدام الشرط المنطقي الابتداني القائل عندما 
x=0‏ تكون 7-0 لانه لا يكون هنالك دخل اذا لم تكن هنالك مبیعات. 
لهذا فإن ‏ - 0 وبالتالي : 


T= + 15x24 400 x 


250 
3 
وإذا كان عدد السيارات المباعة 10 -* فان الدخل الكلي T‏ يكون : 


0 + 1600 + د 


T= = ( 1000) + 15 (100) + 400 (10) = 
= 22166.7 ( (ديناراً‎ 


التحلیل الحدي في حساب تكلفة الانتاج 5 - 4-7 
إذا كانت y= f(x)‏ تمثل تكلفة انتاج × وحدة من بضاعه فان .= تمشثل حد 
2 
التكلفة لانتاج آحد الانواع . 


والسؤال الذي ینشا هنا هو : كيف يمكن إيجاد تكلفة الإنتاج ر إذا ple‏ حد التكلفة ؟ 


من الواضح أن y= Zax‏ 
ولتوضيح ذلك ناخذ المثال التالي : 
مثال 
إذا كان حد التكلفة لإنتاج تنكة زیت الزيتون وزن 15 كخم هو 


1 
— =2 4 ×+ — 
dx x + [ 


فما هي تكلفة انتاج نتکه زیت زیتون واحدة إذا كانت هنالك مصاریف إضافية قدرها 
0 دنانیر ( أي عندما ۰-0 تکون (y=10‏ ۱ 
Jal‏ : 

إن تكلفة الانتاج : ۱ 


5 


1 x” 
f 2 = |(2+x+ ——)dx =2x+ +n] xt] + ع‎ 
y=] = dx ۳ لع دن‎ 5 | x+]] 
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و لایجاد الثابت ء نستخدم الشرط الابتدائي القائل بانه عندما x=0‏ فان y=10‏ نجد إن 
+c‏ 0+ 0+0 2 10 
x?‏ 
أي أن cÈ ۰ c=10‏ 10 +/۱+ ها + ys2x+——‏ 
وعند انتاج تنكة baal s‏ أي عندما 1= x‏ تکون التکلفة هي: 
(دينارا) +In(2)‏ 12.5 = 0+ (2) وا + 2 y=2+‏ 


فاتض المستهلك وفئض المنتج 5-7-5 
عند درس" * ١ة pur‏ السعر 2 والکمية × رجب التمییز بين الكمية المطلوبة ٠‏ 

و الکمية التي یزود بها السوق . ومن المعلوم من الناحية الاقتص‌ادية ان كمية لطلب × 
تتتاسب عکسیا مع P‏ ۰ وسوف نرمز لهذه العلاقة بالرمز ٠ ۴ = g(x)‏ وکنلك فان السعر 
ینتاسب طردياً مع الكمية التي یزود بها السوق . 

إن الدالة الذي بربط السعر ‏ مع الكمية التي یزود بها السوق × والذي يرمز له بالرمز 
P= ۴ (x)‏ ويسمى دالة السعر - التزويد » واختصارا دالة الإنتاج ( أي العرض أو 
التزويد ). 

والسعر Po‏ الذي تكون عنده (Xo) = 1 (Xo)‏ ع يسمى سعر التعادل » كما تسمى Xo‏ 
كمية التعادل بين العرض والطلب ؛ انظر الشكل (5 ) . 


` 


ومن الجدیر بالملاحظة هنا انه إذا تم تثبیت السعر عند 20 فانه : 
أولا : لكل م × > × يكون التوفير في السعر للمستهلك Po‏ - (×) ع ٠»‏ ولهذا نعرف galid‏ 
بالنسبة للمستهلك على أنه : 


Xo Xo 
f(e(x)-Po) dx = jg (x) dx — Po xo 
0 0 
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۰ 0- f(x) لكل ما« > × يكون المکسب ( الفائض ) في السعر بالنسبة للمنتج هو‎ : UG 
: ولهذا فاننا نعرف أجمالي مکسب المنتج ( فقض المنتج ) على انه‎ 
j(P, -f(x)) dx = Poxo — f(x) dx 
0 0 


ولتوضيح هذه الأمور نأخذ ancy!‏ التالیه: 


مثال 

۳-40 وان السعر ثابت على‎ x > دا ت - 2 - رمع <ظ‎ dy oi 
. أوجد الفائض بالنسبة للمستهلك‎ 
: الحل‎ 

لاحظ أن كمية الطلب عند هذا السعر 40 Po=‏ هي حل المعادلة -50 = 40 2 


اي أن 20« وعندها یکون الفائض بالنسبة للمستهلك : 
dx — 40 x20‏ )60-4{{ = ۳0*60 - 1 
0 0 
x 20 - = )20(۳ -40 x 20 = 0‏ 50 = 
منال 
افرض أن دالة الانتاج ”×5 + 20 = (×) ۴ وأن للسعر قد تم تثبيته عند 25 = و۳ 
لحسب فائض المنتج . 
الحل : 
۷ظ أا, الكمية xo‏ عند هذا السعر الثابت 20-25 هي حل المعادلة 
Sx?‏ + 20 = 25 
وهي هنا 1= م× ( لاحظ til‏ آهملنا الحد للسالب ) ويالتالي فان فائض المنتج هو : 


PoXo— ff(x)dx = )25(0(- [(20+5x?)éx = 25-)20+ 3) ~ s 
0 0 
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6-7-5 الطبيعى‎ gail 
تزداد المجتمعات بنسب غير معلومة ( أو تقريبية) فإذا كان حجم مجتمع ما + فان‎ 
dv 


معدل نموه مع الزمن E‏ 


والسؤال الذي ينشا هنا هو: كيف يمكن ایجاد ٠‏ إذا علم ك ؟ ولتوضيح هذا النسوع 


من التطبيقات نأخذ المثال التالي : 


مثال 
إذا فرضنا أن عدد سكان الكرة الأرضية 3 بليون نسمة عام 1968 وان معدل 

gaill‏ هو 2% سنویا . متى يصبح عدد سكان الكرة الأرضية 30 بليون نسمة ؟ 
الحل : $ 

لنفرض أن العام 1968 یسمی لحظة بدء القياس أي عند 0 = > فیکون vo‏ عندها 3 
او Ne‏ ل ا ~ v‏ 0.02 = 
وهذه تسمی معادلة تفاضلية و المطلوب حلها لایجاد ۷ وبعد ذلك نجد الزمن المطلوب. 
لاحظ ان المعادله التفاضلیه المعطاة یمکن sole]‏ کتابتها على الصورة : 


ae 0. 02 dt 
V۷ 


وبتکامل الطرفين نجد أن : :0.024] = بل ۰ إذن ع In v= 0.02 t+‏ 
Vv‏ 
و لإيجاد قيمة الثابت ء نستخدم الشرط الابتدائي القائل بانه عندما t=0‏ تکون V=3‏ 
ان In3=c‏ ومنها 3 ها + 0.021 2 Inv‏ 
و المطلوب هو ایجاد t‏ عندما تکون 30 = ۷ أي المطلوب حل المعادلة : 
In 30 = 0.02 t + In3‏ 


والحل هو : 
3 - 1830 
0.02 
2 
ودریرر _ 2.3026 _ ۳10 _ 
0.02 0.02 
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أي بعد حوالي 115 سنة من العام 1968 ( أي في حوالي العام 2083 ) یصبح عدد سکان 
الكرة الأرضية 30 بلیون نسمة . 
نمارین 
1 » احسب الدخل الكلي الناتج عن بيع آعداد المواد المذكورة إزاء كل حالة مما يلي علما بان 
الدالة المعطی Ba‏ الدخل الحدي 


أ. Ges aei‏ عدد المواد 10 3 
dx‏ 
ب ۰ 4-7 + Z = 3x?‏ عدد المر ات 10 . 
2. احسب تكلفة الانتاج في كل من الحالات التالية » حيث © تمثل حد التكلفة 
x ۰‏ 
dy _ 2 1‏ € 5 8 2 ك وا Se‏ 
أ. كل + »× = لت التكلفة الإضافية الثابتة 20 ۰ وعدد المواد 15 
dx 2+1‏ 


10 لك التكلفة الإضافية الثابتة 50 » وعدد المواد‎ =× -2×x+1 eu 


٠ 3‏ أوجد فائض المستهلك في كل من الحالات التالية حيث ۴ دالة الطلب 


4 عدد الوحدات‎ f (x) = 9 — 2x? أ.‎ 

5 عدد الوحدات‎ f (x) = 81 - 2x? s 

7  رعسلا‎ f(x)=7-x TE 

د. f (x) = 60 - 3x?‏ السعر 8 
4 أوجد فائض المنتج في كل من الحالات التالية حيث ع تمثل دالة العرض 

5 ع عدد الوحدات‎ (x) = 5 + 2 -Í 

7 عدد الوحدات‎ g (x) = 3x? + 6 به‎ 


5ه إذا فرضنا أن عدد سكان الكرة الأرضية 3 بليون نسمة عام 1968 ۰ ly‏ معدل النمو 
السكاني هو 2% سنويا 
أ. اجسب sre‏ سكان الكرة الأرضية ple‏ 2000 . 
ب ٠‏ متى يصل عدد سكان الكرة الأرضية 20 بليون نسمة ؟ 


: احسب التکاملات التالية‎ .6 
+3 
۱۰ f2x fx? -1 dx oe. (Say 3٠. J3x? 
f RETIE f3x Ìn x dx 
xX 
4. (4- 6x?) © 6 . fx? VI-x7 dx 
یو‎ eer 


x -3x\2 
ا د‎ 8. 1 
)»+1(*)-2( سين‎ x In(x?) 


3 
dx 5 ٠ J (x+2) (x°- 4x) ” dx 


(x -1)? a ` 8 
10. ۳ ix 11٠ f—In(x?) dx 12 ۰ ft (2t- 5) dt 
s l 
13. بل‎ dx 14۰ fx له‎ -6 dx 15+ Í x In (2x) dx 
x (In x) 
0 X 

17. fxe* dx 18۰ f m= dx 

vl- x? 


16۰ ۳*۴ع]‎ dx 
-l 
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قائمه المصطلحا 


العربي 
القيمة المطلقة 
التسار ع 


اللوغاريتم- خوارزم 
معکوس المشتقة 
التكريب 

ثابت اختياري 
مساحة 


خط مقارب 


عمودي 
معدل القيمة لدالة 
محاور 
عملية ثنائية 
عوامل ثنائي الحدود 
حد 
اکبر- حد أدنى 
اصغر حد أعلى 
حد أدنى 
حد أعلى 
فترة محدودة 
منطقة محدودة 
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الانكليزي 

Absolute value 
Acceleration 
Addition 
Algonthm 

Anti derivative 
Approximation 
AB constant 
Arca 


Artificial variable 
Asymptote 


horizontal 


vertical 


Average value of a function 
Axis 
Binary operation 
Binomial coefficient 
Bound 

Greatest lower.... 


Least upper..... 


Bounded interval 


Bounded region 


الإحداثيات الديكارتية 
مركز 

Ja... 

قاعدة السلسلة 

قانون تبدیل المتغیر 


ترکیب الداله‌ات 


جدول py)‏ ادات المشروطة 


ihi‏ حرجة 


ans 


o so p 


مستكه 
دالة ثابتة 
دالة أسية 
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Cartesian coordinates 


Center 


of mass 
Chain rule 
Change of variable formula 
Closed interval 
Composition of functions 
Coefficients matrix 
Conditional pay-off table 


Concave 
Concavity 


Downward 
Upward 


Constant 


Continuity 
of a function on an interval 
from the left 
from the right 


Convex set 
Convex function 
Coordinate plane 
Coordinates 
Critical point 
Curve 

Definite integral 
Derivative 


of aconstant function 


of an exponential function 


من المرتبة الاولی 
من مراتب علیا 


دالة عكسية 


دالة لو غاريتمي 


مجال الحل 

دالة المرونة 

معادلة 

البرنامج القياسي المكافئ 
خطأ 

دالة زوجية 


ála‏ أسية 


first order 

higher-order 
ofan inverse function 
of a logarithmic function 
of the polynomial 
of a product 
of a quotient 
as a.rate of change 
second 


of a sum 


Differentiability on an interval 
Differential 

Differentiation implicit 
Distance 

Between two points in the 
plane 


Domain 

Domain of solution 

Elasticity function 

Equation 

Equivalent standard program 

Error 

Even function 

Exponential function 
Natural 

Extreme values 


Factorial 
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عدد صحیح 
تکامل 

التکامل بالتعویض 
التکامل با لاأجز el‏ 

التکامل بالکسور الجزئية 


التقاطع صع المحاور الإحدائية 


مبرهنة القيمة الوسطی 
b jò‏ 
حل غير مجد 


Feasible solution 
Finite 
First derivative 
Function 
Explicitly defined 
Implicitly defined 

Graph 

of an function 
Graphical method 
Hopital theorem 
Improper integral 
Inconsistent 
Indefinite integral 
Independent variables 
Indeterminate 
Index 
Inequality 
Inflection 
Integer 
Integral 
Integration by substitution 
Integration by parts 
Integration by partial fractions 
Intercept 
Intermediate value theorem 
Interval 
Invalid solution 


Irrational number 


قانون الاسس 
آصغر حد اعلی 
المشتقه من الیسار , 
رموز لیبینز 
قاعدة لیبینز 
قاعدة لوبیتال. 7 
غاية 
غير منتهية 
عند اللانهاية 
من الجهة اليسرى 
من جانب واحد 
الحدودية 
دالة كسرية 
من الجهة اليمنى 
ميرهنات على الغاية 


الغاية من الجانبين 


وحدانية الغاية 


خطوط مستقيمة 
متوازية 
متعامدة 
فخا 
الخط المشتقيم في المستوي 
معادلة ٠‏ 
Allo‏ خطية 
لوغاریتم 


طبيعي 
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Law of exponents 
Least upper bound 
Left derivative 
Leibniz notation 
Leibniz rule 
L Hopital rule 
Limit 
Infinite 
at infinity 
left- hand 
onc-sided 
of a polynomial 
of a rational function 
right hand 
theorems for 


two -sided 


uniqueness 


Line (s) 
parallel 
perpendicular 
tangent 


Line in the plane’ 
equation 
Linear function 
Linear inequality 
Logarithm 
Natural 


das‏ صغری 

لو غاریتم طبيعي 

اعداد طبيعية 

able.‏ الركيزة الجديدة 
جوار 


زوج مرتب 
نقطة الاصل 
متعامدة 
خطوط مستقيمة متوازية 
معلمي (وسيطي) 
معادلة معلمية(وسيطية) 
دالة دورية 
مستوي 
نقطة انعطاف 


Main variable 

Mean value theorem 
Method 

Minimum value 
Natura! logarithm 
Natural numbers 
New pivot equation 
Neighborhood 
Objective 

Odd function 

Open interval 
Operation 

Ordered pair 

Origin 

Orthogonal 

Parallel lines 
Parametric 
Parametric equation 
Penodic function 
Plane 

Point of inflection 
Program 

Projection 

Quotient 

Rate of change of a function 
Rational function 
Rational number 


Real line 
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الأعداد الحقيقية 
دالة ذو قيمة حقيقية 
تكامل ريمان 
مجموع ريمان 
مبرهنة رول 
دوران المحاور 
قاعدة الدالة 
المشتقه الثانية 
مجموعة 

ميل 

التكامل بالتعويض 


تمائل 
بالنسبة للمحور × 
بالنسبة للمحور لا 
بالنسبة لنقطة المبدأ 

نظام متباينات 

خط مماس 

المتباينة المثلثية 

اتحاد 

المجموعة الشاملة 


فترة غير محدودة 


Real numbers 
Real-valued function 
Region 
Riemann integral 
Riemann sum 
Rolle's theorem 
Rotation of axes 
Rule of a function 
Scalar 
Second derivative 
Set 
Slop 

of line 
Substitution integration 
Sum 


Surface 
Symmetry 


with respect to the x axis 


with respect to the y axis 
with respect to the origin 


System of inequality 
Tangent line 
Triangle inequality 
Union 
Universal set 
Unbounded interval 
Value 
Variables 
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الاحد اه x‏ 


انتقاصع مع المحور 


XY المستوي‎ 
y المحور‎ 


الاحدانیه ۲ 


التقاطع مع المحور 


صفر 


209 


dependent 


independent 
Veetors(s) 
Velocin 
Volume 
X axis 
X coordinate 
X intercept 
Xy plane 
Y anis 
Y coordinate 
Y intercept 


Zero 
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اسم الکتاب : حساب التفاضل والتکامل وتطبيقاتهما 
اسم المولف : صادق عبد العزیز مهدي 
اللخصص : ریاصیات 


رقم الایداع في دار الکتب والوثائق ببغداد ۲ ۰۷ لسنة ۲۰۰۸ 


